Las series de Fourier nos permiten descomponer funciones complejas en una suma infinita
de términos mas manejables en funcidn de senos, cosenos y constantes. Lo que se pretende
es estudiar esta aproximacion para diferentes funciones y analizar cuan precisa es la aproxi-
macion usando las series de Fourier.

Series de Fourier

Sea el espacio de Hilbert
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Base trigonométrica ortonormal en [T, T]
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En este espacio las funciones sinusoidales
generan una base ortonormal, también
conocida como base trigonométrica.
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Sea f(x) una funciéon con x variable real, su serie de Fourier asociada sera:
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Convergencia

Para estudiar el tipo de convergencia de una seria existen dos formas:
* Convergencia puntual = Va € Q, limy_,o |f(z) — Sn(f)(x)] = 0.

= Convergencia uniforme — limy_ o0 sUp,eq | f(2) — Sv(f)(x)] = 0.

Estudiaremos la convergencia de una funcion dependiendo de varios pardmetros:

Numero de términos de la serie

A continuacion, realizaremos un estudio de la convergencia en funcion del nimero de términos
de la serie de Fourier de la siguiente funcion:

La serie de Fourier que aproxima a esa funcion es:
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Visualizamos esta funcién en Python, variando el nimero de términos de la serie para ver como
eso afecta a su convergencia.

Series de Fourier

Paula Dopico Munoz, Diego Garcia Raposo, Manuel Herreros Zarco

EDP - Grado en Matematicas - UPM

10 10

10
08 08 08
06 0.6 06

04 04 04

0z 02 02

0o 00 00

00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10
N=10 N =40 N =80

10 10 10
08 08 08
06 06 06
0 D'? DIEI

04 04 04

02 02 02

(] 00 0.0

T T T T T T T T T T T T T
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10 0.

Figure 1. Convergencia de la serie de Fourier a la funcion f(x) segln el nimero de términos con N=1, 3, 5, 10,40y
80

En la figura se puede observar que la convergencia no es uniforme, debido a la discontinuidad
de salto de la funcién. Ademas cuanto mayor es el valor de N, mejora la aproximacion de
Sn(f)(x) en los puntos de continuidad. Cuando N=1 la serie se aleja considerablemente de la
funcion original, pero cuando N=80 la aproximacion es casi idéntica a la funcion salvo en los
puntos de discontinuidad. Ademas, en los puntos de discontinuidad y los extremos — ya que es
una aproximacion periédica — podemos ver que aumentan las oscilaciones. Este fendmeno es
conocido como el fenédmeno de Gibbs vy solo ocurre en funciones con discontinuidades de salto.

Regularidad de la funcion
Sabemos por el Teorema de Dirichlet, si una funcién f es periodica, continua a trozos, de
variacion acotada, entonces:

= £n los puntos de continuidad,

lim Sn(f)(z) = f(z)
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* Enlos puntos de discontinuidad,
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Vamos a estudiar como la regularidad de la funcion que se aproxima influye en su
convergencia. Primero consideraremos la misma funcion que en los apartados anteriores
(Sn(f)(x)). A partir de esta funcion, calcularemos sus integrales, con el fin de tener un control
mas preciso de la regularidad de la funcion, ya que sera derivable tantas veces como veces la
hayamos integrado. Una vez tengamos tanto la funcion como las integrales realizaremos un
estudio de su convergencia para ver si la regularidad juega algln papel en ella.

f_0(x): integracion NORMAL aplicada 0 veces f_2(x): integracion NORMAL aplicada 2 veces
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Ahora haremos un estudio de convergencia en L?(0, 1) de las 4 funciones para ver como
comparan entre ellas:

Convergencia L2 vs N con integracion NORMAL (sin periodicidad)

—&— m=0 (integrada 0 veces)
+- m=1 (integrada 1 veces)

—e— m=2 (integrada 2 veces)
—e— m=3 (integrada 3 veces)

Vemos en la grafica que cuanto mas regular es la funcion mejor converge cuando N — oo. Aun
asi, este resultado no indica que la regularidad influya significativamente. Esto se debe a que
aungue localmente la funcién sea mas regular, a nivel global, como la funcién no es periodica,
sigue presentando discontinuidades en su expansion periodica lo que ralentiza la convergencia
global de la funcion en L?

Longitud del intervalo

Por ultimo estudiaremos como influye la longitud del intervalo con el que estamos trabajando
en la convergencia puntual de la serie. Utilizaremos una funcion sencilla como f(x) = x
definida en el intervalo [0, 1] y observaremos como converge puntualmente la serie de Fourier
en un punto aleatorio del intervalo xy. Después, veremos si aumentando el intervalo de
definicion de la funcién a [0, 4] hace que la convergencia puntual en xy cambie de alguna forma.

Ahora, para cada longitud del intervalo construimos la serie de Fourier asociada a la funcion
f(z) = x y evaluamos el error puntual en |Sy(z) — f(x)| en ambos casos.
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De la grafica podemos sacar varias conclusiones. Se ve como |os errores se representan en
forma de oscilaciones, donde los errores correspondientes a la aproximacion en el intervalo

[0, 4] son en general superiores a los correspondientes a la aproximacién en [0, 1]. Esto se debe
principalmente a que dado un intervalo mayor, pero manteniendo la N fija, la frecuencia de las
oscilaciones disminuye, haciendo mas dificil aproximar la funcion en [0, 1].

Ademas, algunos puntos concretos tienen un error mucho menor. Esto es consistente para
ambos intervalos y ocurre porque al ser la aproximacion de Fourier una funcion periodica, hay
puntos donde los términos del seno y el coseno producen una cancelacion mejor. Esa es
también la explicacion de porque el error puntual es menor para algunos puntos de la funcién
definida en el intervalo [0, 4]. Aunque globalmente la aproximacion en [0, 1] es mejor, puede
ocurrir que en un punto concreto para un valor especifico de N el error en el ese punto sea
mejor para [0, 4].

Por otra parte, en la funcion azul se observa un patrén oscilatorio decreciente a medida que te
acercas al punto medio y creciente cuando te aproximas a los extremos. Esto se produce
porque la funcion no es periodica y cuando consideramos su extensién periddica hay
discontinuidades de salto en los extremos, lo cual implica que se produzca el fenomeno de
Gibbs, que eleva el error.

En cambio, en la otra solo se aprecia Gibbs en el extremo inicial del intervalo, esto se debe a
que al estar definida en un intervalo mayor, su periodo también es mayor y no se produce un
salto en el 1, sino que el error medio tendera a ir bajando hasta el punto medio del intervalo y
sera cuando se acerque a 4 que se apreciara de nuevo Gibbs.

En conclusion, la convergencia puntual no es solo local, sino que también esta controlada por el
comportamiento global periédico de la funcion



