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Introduccion

La manera mas comun de representar la serie de Fourier de una funcion f es calculando los
coeficientes de Fourier, que son constantes y se obtienen a partir de las integrales vistas en clase.
Sin embargo, en algunos contextos reales como la modelizacion de fenomenos naturales, no es
razonable pensar que esos coeficientes son funciones constantes. Por ello, el objetivo de este
trabajo sera reemplazar estos coeficientes por variables aleatorias que sigan una determinada
distribucion (en concreto nos centraremos en la normal v la uniforme). Esta es una manera de
representar la aleatoriedad o caos intrinseco que existe en muchos fendmenos estocasticos o
naturales que encontramos en el dia a dia.

Planteamiento del modelo matematico

En este trabajo trataremos de estudiar y representar las series de Fourier en el intervalo |—1, 1]
considerando los coeficientes como variables aleatorias en lugar de coeficientes fijos. Comen-
zamos definiendo la ecuacion general que utilizaremos:

N
folz) = % + Z (ay cos(nmx) + by, sin(nmx))
n=1

donde los coeficientes ay, v by, Se generaran a partir de distribuciones probabilisticas en lugar
de calcularlos mediante integrales. Estudiaremos dos escenarios diferentes:

= Distribucién uniforme: los coeficientes seguiran una distribucion uniforme en el intervalo
—1, 1], es decir, ay, by, ~ U(—c, c)

= Distribucién normal: los coeficientes seguiran una distribucion normal estandar,

an, by ~ N(0, 02

Ademas, asumiremos que los coeficientes a,, v b, son variables aleatorias independientes e
idéenticamente distribuidas.

Calculo de la esperanza, varianza, y covarianza

Esperanza

Tanto en el caso en que los coeficientes ay, v by, siguen una distribucién A(0, o%) como en el caso
an, by ~ U(—c, c) se cumple que Elay| = Elby] = 0, y entonces la esperanza se calcula:

N

Elfs(x)] =Y [Elan]cos(nz) + E[by]sin(nz)] = 0

n=1

Varianza

A continuacion calculamos la varianza mediante la formula V(fy(x)) = E[fy(2)?] — E[fs(2)]%, y
teniendo en cuenta el resultado del apartado anterior, basta calcular

Folz)? = Z[anam cos(nx) cos(max) + bpby, sin(nx) sin(mx) + 2ay,by, cos(nz) sin(mx)]

Entonces, aplicando la esperanza y usando la independencia entre a,, v by, ¥ que su media es cero,

se llega a
N

V(fo(z)) = Z[UC% cos’(nx) + Ugn sin®(na)] Z or

n=1
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Ecuaciones en derivadas parciales

Covarianza

Por ultimo, la covarianza se calcula Cov(f(x), f(y)) = E|f(x)f(y)] — E[f(x)|E[f(y)]

©.0

Z o, [cos(nmx) cos(nmy) + sin(nrx) sin(nry)]

Bl (@) () Za cos(nm(x — y)

n=1

Es importante observar que la covarianza no depende de los puntos x e y, sino de la distancia
entre ambos (z —y). Para visualizar esto hemos desarrollado un codigo en Matlab que represente
mediante distintos colores la covarianza. Vemos que la covarianza es maxima en la diagonal y va
oscilando a medida que la distancia entre x e y aumenta.

Mapa de calor de la covarianza Cov(f(x), f(y))
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Cuestiones probabilisticas

Probabilidad de signo en un punto fijo

Si fijamos un punto = € |—L, L], dado que la funcion f, es una combinacion lineal de variables
aleatorias independientes ay,, b, que siguen o bien una distribucion (0, o%) o U(—c, ¢), la proba-
bilidad de que la funcion sea positiva o negativa sera de 0.5 en ambos casos. Esto se debe a que Ia
suma de variables aleatorias que siguen una distribucion normal siempre da como resultado una
normal, por lo que fs ~ N (O, 02). Por otro lado, si aq, by, sON uniformes, por el teorema central del
limite sabemos que la suma de todas estas variables aleatorias convergera a una normal, luego la
probabilidad vuelve a ser 0.5. Es importante destacar que esto ocurre porque los coeficientes que
hemos considerado estan centrados en cero. Sila media no fuese nula, la probabilidad dejaria de
ser simetrica.

Distribucion de f,(x,) en el punto fijado x, = 0.30
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Comportamiento en un intervalo

Aunque en cada punto fijo la probabilidad es 0.5, el comportamiento en un intervalo es diferente.
Dada la simetria de la funcion fs(z) que hemos explicado en el caso del comportamiento en un
punto, podemos pensar que la probabilidad para el caso del intervalo es también 0.5. En lugar de
demostrarlo tedricamente, hemos desarrollado una simulacion en Matlab que genera funciones
fo, () y calcula la media empirica de todas estas funciones (que aparece dibujada en color negro en
las siguientes graficas) para una distribucion normal y uniforme, respectivamente. Observamos la
inea negra, que representa la media empirica de un conjunto pequeno de realizaciones (M = 30), y
vemos que fluctua alrededor del cero. Al aumentar M — oo, esta linea convergeria a la esperanza
tedrica E|f(x)] = 0.
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Aplicaciones

Las series de Fourier con coeficientes aleatorios nos permiten modelizar fenomenos que no son
predecibles:

= Procesamiento de senales: Los coeficientes de Fourier representan las frecuencias en una
senal. Si los consideramos aleatorios, entonces vamos a poder modelar ruido, senales
aleatorias o procesos estacionarios.

= Oceanografia y meteorologia: Las olas del mar, por ejemplo, pueden modelarse como una
suma de funciones con amplitudes y fases aleatorias que dependen del viento.

En definitiva, este estudio ha servido para ver que las series de Fourier constituyen una her-
ramienta muy util para aproximar funciones que modelan fenomenos estocasticos en los que
esta involucrada la aleatoriedad o el caos.
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