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Objetivo

Solucion de la EDP

Comparacion entre planetas

El objetivo de este trabajo es estudiar el enfriamiento de los planetas a traves de
la ecuacion del calor. Para ello, se va a modelizar la ecuacion del calor en la Tierra
v se procedera a hacer una comparacion con dicha ecuacion el tiempo que tarda
cada planeta en enfriarse.

Introduccion

En el centro de la Tierra hay un nudcleo que tiene una temperatura que puede llegar
a alcanzar los 5500°C. Ese calor del nucleo se transporta por conduccion hacia la
superficie atravesando una capa solida de la tierra conocida como litosfera.
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Modelizacion

El flujo del calor en un punto es proporcional al gradiente de temperatura en ese
punto. Eso se conoce como la ley de Fourier:

F=—kVT. (1)

En la ecuacion (1), k equivale a la constante de conductividad térmica y T es la
temperatura.

Para sacar la ecuacion del calor, se va a utilizar tambiéen la ecuacion de difusion
termica que indica como cambia la temperatura con el tiempo.
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En la ecuacion (2), A es la cantidad de calor que se genera por unidad de volumen,
conocido como la densidad de las fuentes del calor. C), es el calor especificoy p es
la densidad de la litosfera.

Sustituyendo el flujo de la ley de Fourier en la ecuacion de difusion termica se
obtiene:

o1
pCyar = —V(=kVT)+ A =kV*T + A. (3)

lgnorando la produccion de calor, es decir, considerando que no hay produccion
de calor (A = 0), la ecuacion quedaria:

T
%—t = kV°T, (4)

siendo Kk = p%, conocido como la difusividad térmica. Esto mide lo rapido que se
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propaga el calor en un material. En este caso, el material es la litosfera.

Como las unidades de la difusividad térmica son m?*/s y el tiempo se mide en se-
cundos, se tiene que la longitud de difusiéon es L = +/kt. Esto implica que el cambio
de temperatura tarda en propagarse [*/k segundos, siendo [ una distancia.

Se toma como condicion de contorno:

Ty =T, + Ag - sin(wt), (5)

siendo T,, la temperatura ambiente media, Ay la cantidad maxima de calor que se
genera por unidad de volumen, w la frecuencia angular de la variacion periodica y
t el iempo.

La frecuencia angular es diferente en la oscilacion diaria que en la oscilacion esta-
cional. Es decir, la variacion de temperatura a lo largo de un dia es diferente a la
variacion de temperatura a lo largo del ano. En resumen, la temperatura cambia
de forma peridodica en el iempo. Es por esto que, segun el tipo de estudio que se
realice, se tendra que considerar una u otra.

Se va a tener en cuenta que en la profundidad z, la amplitud maxima de la onda si-

nusoidal de la temperatura es Age %V, siendo a = K = p%. Expresandolo en fun-
p

cion del periodo P v relacionandolo con w = 2%, obtenemos la siguiente ecuacion:

T 2
T(x,t)— T, = A" msm(%t — /Pioz)' (6)

Cuando la temperatura en la superficie oscila, esa variacion se transmite hacia el
interior del suelo, pero no ocurre igual en todas las profundidades.

= La amplitud disminuye con la profundidad: en la superficie, hay grandes
cambios de temperatura; a medida gue se baja, los cambios son cada vez
menores; v a suficiente profundidad, la temperatura casi no cambia. Por
consiguiente, el suelo 'amortigua’ las oscilaciones.

= Aparece un desfase: la temperatura en profundidad no cambia al mismo
tiempo que en la superficie (a mayor profundidad, mas 'retraso’ hay)
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En [a primera grafica, se representa la temperatura frente a la profundidad para
distintos instantes de tiempo. Se puede observar como a medida que aumenta Ia
profundidad, todas las curvas tienden a converger hacia la temperatura media.
Estos comportamientos son coherentes con la solucion tedrica de la ecuacion del
calor, en la que la amplitud de la temperatura disminuye exponencialmente con la
profundidad. Por tanto, el modelo predice correctamente que, a suficiente
profundidad, la temperatura permanece practicamente constante e
independiente del tiempo.

En la grafica de |la derecha, se representa la temperatura en funcion del tiempo
para distintas profundidades. En ella, se observa como la temperatura oscila. Sin
embargo, a medida que aumenta la profundidad, la amplitud de estas oscilaciones
disminuye progresivamente, aproximandose a una linea horizontal que toma el
valor de la temperatura media.

Este resultado concuerda con la solucion analitica de la EDP, qgue predice tanto la
disminucion exponencial de la amplitud como |a presencia de un desfase
temporal en las oscilaciones téermicas conforme aumenta la profundidad.

Se puede definir un tiempo caracteristico de difusion térmica o enfriamiento, que
representa el orden de magnitud del tiempo necesario para que una perturbacion
termica se propague una distancia caracteristica dentro del material.

En el caso de la ecuacion del calor, dicho tiempo caracteristico viene dado por:

L2
T T (7)
Y
donde L es una longitud caracteristica del sistema vy k es la difusividad térmica del

material.

Este parametro permite estimar el iempo necesario para que un planeta exper-
imente cambios significativos en su temperatura interna. En particular, cuanto
mayor sea el tamano caracteristico del planeta, mayor sera el iempo necesario
para que el calor se difunda desde el interior hacia la superficie.

En particular, se toma como longitud caracteristica el radio del planeta vy la difusivi-
dad térmica de las rocas (107°m?*/s). Se muestra a continuacion una comparacion
de este tiempo de enfriamiento en distintos planetas:

Planetas| Radio (m)| 7 (anos)
Tierra 6.37 x 10° 1.3 x 102
Venus 6.05 x 10°/1.2 x 102
Marte 3.39 x 10° 3.6 x 10"

Table 1. Estimacion del tiempo caracteristico de enfriamiento para distintos planetas

Dado que el tiempo caracteristico depende cuadraticamente del radio, pequenas
diferencias en el tamano planetario producen grandes diferencias en los tiempos
de enfriamiento.

Los tiempos caracteristicos obtenidos son considerablemente mayores que la
edad del Sistema Solar. Esto se debe a que el modelo utilizado considera
Unicamente difusion térmica por conduccion. En la realidad, procesos adicionales
como la conveccion en el manto contribuyen significativamente al transporte de
calor, reduciendo el tiempo efectivo de enfriamiento de los planetas.

Conclusiones

El modelo permite entender como se transmite la temperatura en el interior de
un planeta, mostrando que las variaciones térmicas superficiales apenas afectan a
ograndes profundidades. De igual modo, se deduce que el tamano del planeta es
un factor clave en su enfriamiento, ya que los cuerpos mas grandes conservan el
calor durante mas tiempo.

Sin embargo, los resultados evidencian que la conduccion por si sola no describe
completamente la realidad, lo que deja ver la importancia de otros mecanismos
fisicos como la conveccion en la evolucion térmica planetaria.
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