de Couette entre dos tubos concentricos

1.Introduccion 5. Velocidad maxima del fluido
El objetivo de este proyecto es estudiar el comportamiento de un fluido incompresible cuyo flujo esta definido por Para calcular la velocidad maxima del fluido se usara el modulo de su velocidad. Este maximo se podra encontrar
dos cilindros concéntricos que rotan (suponiendo eje de giro el eje OX3) en direcciones opuestas a velocidades no en dos posibles partes, el interior de la cavidad o el borde de la cavidad, en la que la velocidad viene dada por el
definidas. s, Mallocodol o de Couei anre 6o whos concéniics giro de los cilindros. La derivada del campo velocidad es la siguiente:

— 1 4 1 a . 1 4 1
u(p)l = -Mn+wp— —(n+w-— —li(p)|=-Mn+1w+ —-(n+ 1)w- —

3 3 i dp 3 3 P

Esta derivada es diferente de cero en el intervalo de la cavidad, por lo que el maximo se encontrara en las paredes
de los cilindros. Al no haber una velocidad o proporcién de velocidades definida, el maximo dependera de la
proporcion de velocidad de los cilindros, dando a las siguientes posibilidades

El cilindro exterior de radio p=2 se mueve a una velocidad angular we en
sentido horario, el cilindro interior de radio p=1 tiene una velocidad |
angular wi en sentido antihorario.

La grafica de la derecha representa la seccion transversal de los tubos
donde la malla interior refleja los puntos ocupados por el fluido.

’ - 1 4 1 - 1 2
lu(p=1)==Mn+lwp— —-(n+ llw-—=w |ulp=2)==UAn+1l)wp— —(n+ 1)w = 2nw
3 = 1 o 1 2 3 3 3 1 3 3
V4 o o ot . 1 — -3 . —
2.Calculo de las velocidades Ao =1)| > li(p=2)lsin < 5 =& < 2 = Maxen [d(p=1)
A i i , ., i = = 1 1
2.1.Calculo del Laplaciano del campo de velocidades Y finalmente se llega a la expresion: (£ 2400, 0 20D (o =1)| < |i(p=2)|sin > = = @, > —w; = Maxen |i(p = 2)|
Se sabe que la velocidad de las particulas viene dada por el vector g o 2 2
_ . Aite)) _ £e) < g : 1 — 1— g
u(p,0) ,f(p)ee y que su pres!on P es'constante. ' 5 Que despejando, se obtiene la ecuacion dlferenC|aI 5 —5, )=, d(p=1) = li(p=2)|sin == = &, = —w;, = Maxen |i(p=1)|y |i(p=2)|
Ademas el campo de velocidades tiene que cumplir la ecuacion de que equivale a la ecuacién dada por el enunciado. 2 2
Navier-Stokes estacionaria:
i-V)i+Vp=puAd 2.3.Comprobacién de la funcion f(p) , - Gréfica del médulo de a velocidad o
( ) Se nos facilita la funcién f(p) que si cumple la igualdad de la Es d_e Comenta_r que 'aun no habiendo un l . o . oo 2
en la que p es el coeficiente de viscosidad del fluido, y donde ecuacion diferencial equivaldria al modulo del campo de maximo Interior, sI se encuentra un
vamos a despreciar el primer término (parte convectiva). velocidades . ; minimo en el punto en el que la velocidad
i i i - Rl . T ,-/
Obteniendo asi: y At = 0 Ha)=aptos  &HOER es cero, al cancelarse la producida por el
Para el calculo del laplaciano vectorial en coordenadas Y obteniendo las derivadas que aparecen en la ecuaciony cilintro interior y exterior. Esto se puede :1_2 b
cartesianas tenemos la siguiente formula: sustituyendo tenemos que si cumple ya que: ver en la grafica adjunta, en la que se = i |
S . i 5 4 5 ” of(p) _ b ; osf \ / 5]
A= Nlot £wi bl =Nt Ko L Nonlo % —t L b ) a{f{pn muestran las velocidades segun los datos
_D—(ap+—]=a+—=>———( ) o6F
o o), L ¥ 0 0 o o aportados.
Pero en este ejercicio el campo de velocidades esta dado en la o Op o 04t
base cilindrica, asi que utilizaremos: ., -l i
a - ~ . 2.4.0btencién de los valores a,b ' e e
At = V(V-4) =V x (V x u) Para obtener los valores a y b vamos a considerar que los : e :
Separamos por partes, el primer sumando trata de un gradiente modulos de las velocidades angulares de los cilindros
de la divergencia y en nuestro caso nos dara nulo ya que es un deben ser proporcionales entre si, para ello imponemos las . .
fluido incomprensible y la divergencia mide el cambio en la siguientes condiciones: 6. RotaC|ona| del cCam po VQIOC'dad

densidad de un fluido a medida que se desplaza a través de un

. |¢;:| = w (antihorario) | d(p=1) = wa;
campo vectorial.

3 ; 2 — El rotacional del campo de velocidades permite entender la tendencia a rotar. Este se halla con la formula del
lwel = nw {hDIB.IlO) u(p = 2) = _ZWEE . . . .y . .

V.i= l[i(ﬁH i(f{p))+i(ﬂ) —0 ) e o rotacional teniendo en cuenta que estamos trabajando en coordenadas cilindricas por lo que se debe aplicar el
Ademaés: {““’: 1) = (oot glea = (et )% factor de escala, en el caso de este fluido, es constante para todos los puntos de la cavidad. Dicha formula y su

_' = Slp— 9) — bypl — byer .
V(V-id)=V(0)=0 Hlp=3)=lort Jes =20t )u resultado son los siguientes:

En la segunda parte se calculara el rotacional del rotacional del Llegando asia un sistema de dos gcuaciones y dos incognitas 5 . Médulo del rotacional de U EP (PEE}} Ez
campo de velocidades y tendremos que sustituir en la del que podemos despejar ay b, finalmente viendo que ay b il a8 B P
definicion de Laplaciano (At = V(V i) — V x (V x ) ) equivalen a: . A at 4 P S, e P, 1. . —E(-fln 1w E‘r
E - a=-——(dn+1)w b=—-(n+1w p| Op ae 0z 3 z
| e pes e; 3 3 |
V x (V x i) = % A - i[@ 5 %‘f” _paip("(ffﬁ'” el Y finalmente el campo de velocidades % queda definido como: U, pug U;
flo) | 8(f(p)) = = ; ; #
0 0 [==+ —.9;—'] u, = —[%f¢n+ 1)wp — ;(n + Jwl1e) tal que { |“_*“;| =w (aﬂtlhﬁr.arla) =0 ' N o
o . . ! el = s (Bicraric) *  Con las velocidades angulares de ambos cilindros unitarias tenemos que ese
E.Z.Susil:ltugr erlr la ecp,acc:oer d.e NS:t:\\Il(ler-Stokes ’ * valor constante es |V x u] =% por lo que todos los puntos tienen el mismo
uego volviendo a la ecuacion ae Navier->tokes en un caso 28 . . . .
donde los términos convectivos y de presién son nulos, . valor rotacional algo que es razonable debldf) a que el fI'U|do.g|ra en tor'no a
reduce la ecuacién a: un eje central provocando que todas las particulas de fluido sientan la misma

(i -V)i+Vp=pAii —— AL =0 . intensidad de giro.

3.Campo de velocidades

7.Campo de Temperaturas

Finalmente para representar las lineas de corriente del campo wu
consideramos las velocidades angulares dadas |@,| = l&;/ =1, donde la
funcién obtenida se quedaria como:

, a e . 1 . : : - -
Suponlendo los valores @, =@ =1yu=1,los pardmetros a = —E(4n—l—1}w 3 Rempo B Necates La temperatura del fluido viene definida por el siguiente campo:  T'(p, 8) = log(1 + pg) cos? @ , que se ha
y b= (n +1)w (Obtenidos en el apartado anterior) pasaran a valer: representado junto con sus curvas de nivel para analizar donde se situan sus puntos maximos:
2 = — C”"‘I‘f“ld? nil\rel de T‘_:_p.OI_
5 B 5 8 g = T B o SIS W
= E ! b - E > y pDr tantﬂ: f (p} T Ep + E 1+ M /;3‘ : _'_: = ) '-:;i::‘ \\\\\ ) | I' II I| |I | 'III'.I.-: .'
iy g'} ; - a— - - . \.\"\‘\‘\.\M , Vi | [
, = 5 g8 — : B RIS
Generando asi el campo vectorial uv=—3p +§ eg que designa el it
campo de velocidades representado a la derecha, donde se puede | Y o $|L';;oas,
apreciar el efecto que se produce al girar los cilindros en sentidos e 7y . ' | i
. AF " - 26 = 2 E Y, 3 02
opuestos, que provoca que el fluido no se desplace en una zona del & 5712 %, 1 ™
interior. También, se observa que la velocidad del cilindro exterior es S £ 2 % v /| 'H'.e
. . . . ope 2r D = 5 e 'I I
mayor que la del interior cosa que tiene sentido ya que el cilindro |
exterior tiene mayor radio. I
-3 L L L L L §
o7 " 1 ’ ’ Tanto en las graficas como en las curvas de nivel se puede apreciar claramente que los puntos maximos se situan
4. Lineas de corriente en dos extremos de la grafica donde T=0,699 que se da en p=2 y8 = {0,} (El valor de los puntos fue calculado
B graficamente usando Matlab).
Las lineas de corriente son aquellas tangentes al campo . en cada punto, que muestran las trayectorias que
siguen las particulas del fluido. Para poder estudiar las lineas de corriente del fluido usaremos la velocidad H
guen 1as p | pocel ) bt 8. Gradiente de la temperatura
(campo u )y el campo binormal de u ( k). Esto nos permite obtener el campo vectorial v = k x u, que es i
ortogonal a u en cada punto y resulta en: Primero calculamos el gradiente de la
H . Gradiente Curvas de nivel de y gradiente
I 4 1 1 s funcion de temperaturas T teniendo en N G A N ) 0 [N A o
v=kxu=—-[-(n+1)w> - =En+1)wple : o il | A4 R
3 p 3 P cuenta que se trata de una funcion en el ] I ek Bk ,,,]I_\, |-« s
. . ) ) B . . oy . 18 P e et S S i : :-—-‘ﬂ-‘--‘-\-.‘a. { 18r /:,;::..:.-I:ll: il I > I:_._:,,:_:__::H
Ya obtenido el vector v , se ha de comprobar que este es irrotacional, que deberia serlo ya que la divergencia coordenadas cilindricas y por tanto es 21 g e i WS et 1, sautuinin ) s
— ] H 1 . 1+ e = e e e e - e T —*I - ﬂ—*mu**“-u.‘»ch_‘*‘
de u es nula (comprobado en el apartado anterior): necesario aplicar el factor de escala: e i o SRR By Iviioviins
" L p_ T 19T T s | e L i
p p-€s €, A PR P R P Ve e o e p e BTN
» 1 a a a 54 2p " log(l + p?) - 2s5ind-cosf . -~ of T = 2 I jl‘l“‘"'“"" 8 __ :
Vxv= = B @ B |=0 VI(p,6) = cos - o —r o - & = = & e [ yorcuipuail] i
Bl i @ =4 : : Bt e e LU it
—[3(rn+1)w; — 3(4n+1)wple, 0 0 Graficamente se puede apreciar R 0% g — e e WUULTT AU
E<t te bod tudiar el potencial lar del vector % ; | oradiente de |a funcién d claramente como el campo gradiente de T embad o 1[5 & s | [ BRGHANLL T :'T.;:::'::Z’
S o.nos perml e po erI estu |T\r el po enga esca arI i vec',or v ,ya qge este esI e'gra |e|n e g Ia uncion eI temperaturas efectivamente es ortogonal a s e 300 R M s s - ‘“'“':ji.."'r_-/j Bk v
corriente de u ( )A ser solo 'dependlente de p, la funcién 4 se obtiene con la integral parcial sobre p de las curvas de nivel de la funcion T, por lo A =% b e e L [ i Dl 51
modulo de v , obteniendose el siguiente resultado: que los vectores del campo gradiente 2 A5 4 w8 0 s 1 15 2 5 a5 4 a5 o o5 1 15 3
" 4 3 i > O, 18, I, 4 i & indi irecci i "
1=V = —[-(n+1)w— — - (4n + l)wple, = ¢e - —ib jez — ) = f—[—{n+ w— — =(4n + 1)wple, dp |nd|c.arT la direccion de.maX|mo
3 p 3 op " pa0"" bz 3 p 3 crecimiento de la funcion T.
$=——(n+ 1wl L gyt 12 40,6 B ‘A
=gt les g+ gttt .00 9. Caudal que pasa por la seccion 6=0
gy , . : — Hallar el caudal del fluido segun una seccién cualquiera radial es trivial, ya que el modulo de la velocidad,

componente clave, solo depende de la base del area de integracién, es decir el intervalo de p de la seccién. Esto
permite que la integral doble de la velocidad sobre el area se reduzca a una integral simple por la altura de los
cilindros, dando la siguiente formula:

os | i

W =2p2—2imp =1 pp=2 '
o3 Q= [udpyaa= [ [ us(p)dpdz = @ Dt St 1w In(2)

La grafica de la izquierda muestra las lineas de corriente del fluido = alp=l
(teniendo den cuenta las velocidades dadas) que son las curvas Teniendo en cuenta los datos de
| donde la funcién 1) es constante. En la representacion se puede velocidades facilitados, tenemos 8 3
3 . . . : , Q= -25+_In2— Q=-0.652m"/s
preciar que en una zona del interior no hay corriente cosa que tiene que el caudal es: 3

sentido ya que cercana a esa zona la velocidad va disminuyendo
——%—— hasta un punto donde es nula.
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