Analisis de la ecuacion de Black-Scholes mediante su reduccion a la ecuacion del calor

Introduccion

En este trabajo vamos a estudiar la ecuaciéon de Black-Scholes, una ecuacion
muy importante dentro de las matematicas aplicadas a las finanzas. Dicha ecuacion
es la siguiente:

1
%+§U252V35—|—TSVS—TV:O, (1)

Esta utiliza las opciones europeas, que se basan en que un proveedor vende al com-
prador la opcion de comprar su producto en un tiempo 71" y a un precio fijado E.
Ademas la misma opcion de compra podra ser transferida por dinero, denotamos a
este precio como S.

En la ecuacion, V4 representa el valor de la opcion en funcion del precio del activo S'y
del tiempo t. El parametro o (volatilidad del activo) mide la variacién de .S, a modo
de ejemplo las acciones de Coca-cola es un caso de volatilidad practicamente nula.,
mientras que Dogecoin (criptomoneda de cuestionable fiabilidad) serfa un ejemplo de
lo contrario. Por ultimo, r representa el tipo de interés.

Veamoslo con un ejemplo. Supongamos que tu eres agricultor y necesitas dinero
para llevar a cabo tu plantacion de tulipanes, que cuando crezcan podran de ser
de tres tipos, amarillos (1€), negros (9€) y bicolores (13€). Entonces para poder
financiarlo decides vender a un empresario la oportunidad de comprar en 5 meses (7T)
los tulipanes cada uno a un precio fijo de 5€ (F), luego lo que busca medir nuestra
ecuacion es el precio de la opcion de compra, en el que el vendedor quiera maximizar
el precio de venta y el comprador quiere ver si es rentable comprar la opciona a ese
precio.

Aunque a primera vista la ecuacion de Black-Scholes (1) puede parecer bastante
complicada, lo interesante es que, mediante un cambio adecuado de variables, se
puede transformar en una ecuacion del calor.

El objetivo de este trabajo es no solo entender el origen del problema, es decir, las
condiciones iniciales y de contorno que lo acompanan, sino también analizar dicho
cambio de variables para ver como esta transformacion permite simplificar el prob-
lema.

El problema de Black-Scholes

Bajo las siguientes condiciones, la ecuacion de Black-Scholes modela la evolucion del
precio de la opcion sin arbitraje.

- Pagos finales (condicion inicial)

(call: compra)

(put: venta)

« Condiciones de contorno
Compra: C(0,t) =0, C(S,t) — (S —e " TVE) 505 S — o0
Venta: P(0,t) = Ee " T=1) P(S,t) =0 (S — 00

Las ecuaciones de los pagos finales dan las ganancias maximas en el tiempo T.

Las condiciones de contorno describen el comportamiento de la opcion en situaciones
extremas. Si S = 0, el activo no tiene valor. Entonces la opcion de compra no tiene
valor, C'(0,1) = 0. Y en una opcién de venta, el beneficio final es F en el instante
T, por lo que su valor en un tiempo anterior ¢ viene dado por el valor actual de esa
cantidad, [ = E - {reduccion de su valor debido a la inflacion}.

Cuando S — o0, el precio del activo es muy grande. Entonces para una opcion de
compra, conviene ejercerla, por lo que su valor se aproxima a .S — [. Para una opcion
de venta, no tiene sentido ejercerla, ya poseemos diniero infinito, por lo que su valor
tiende a 0.
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Transformacion en una ecuacion del calor

Paso 1: Cambio de Variables y Nuevo Problema

Cambio de Variables

Nuestro primer paso es convertir la ecuacion de Black-Scholes en una mas simple, lo hacemos
mediante un cambio de variable introduciendo las siguientes variables adimensionales:

S (T —t)
u(x, ) = 7 OXP (:1: . /m') , (3)

donde k = % es un parametro que relaciona la tasa libre de riesgo con la volatilidad.

Derivadas Transformadas

Mediante la regla de la cadena, las derivadas se transforman de manera natural:
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De esta manera, eliminamos los coeficientes con dimension que teniamos en nuestro problema
original.

Ecuacion para u

Si sustituimos las expresiones obtenidas en nuestra ecuacion de Black-Scholes y simplificamos,
llegamos a la expresion:

Ur = Ugpy + (K — Duy — ku, —oco<z<oo, 0<7<T. (6)

Ahora, hemos llegado a una ecuacion mucho mas sencilla de manejar.

Condicién Inicial (Call y Put Option)
Obtenemos ahora las condiciones iniciales para u, por un lado la que corresponde a la venta:

exp (%x) — exp (%x) x < 0,

0 x > 0.

Y, para la opciéon compra, la condicion inicial resulta de la forma:

u(z,0) = glz) = (7)

0 x > 0,

kE+1

u(z,0) = g(z) = exp (ng) — exp (%ZC) z < 0.

Solucién Unica (venta)

Como hemos visto en clase, las condiciones de contorno nos permiten obtener la solucion tnica
usando la ecuacion de calor. Esta es de la forma:

(x—y)?

W)= g dy 9)

Paso 2: Reduccion Final a Black-Scholes

Haciendo otro cambio de variable, y = /272 + x en la integral de u(x, 7) (call),
llegamos a:

(k+1) 2+ (k+1)%r N(dy) — oo(k=D)z+y(k—1)°T N(d_), (10)

[Nl

u(x,7)=c¢€

donde N es la normal estandar y d+ = \/% + %\/ 2T
Deshaciendo el cambio de variable inicial, para volver a las variables originales:

C(S,t) = SN(dy) — BEe "T=UN(d), dy =

(11)
De esa forma, hemos terminado la deduccion que conecta nuestra ecuacion de Black-
Scholes con la de calor que conocemos.

Paso 3: Ecuacién de Calor Pura (Ultimo Paso)

Por tltimo, eliminamos términos lineales de ur = ugzy + (K — 1)uy — ku, para ello
hacemos:

1 —k k— 1)
v(x, 7) = u(x, 7)exp ;T ( i ) — k| T|.
Entonces v satisface el problema completo de calor:
Vr = Ugy, —oo<r<oo, 0<r<T, (12)
1—k
v(x,0) = h(z) =g(x)e 27, — 00 < T < 00, (13)

con v — 0 cuando |z| — oo.
Solucion tnica: Finalmente, hemos obtenido la solucion tinica de nuestra ecuacion

de calor:
1 (z—y)?

v(x,T):MﬁRh(y)e_ T dy.

Conclusion

Hemos conseguido llegar del modelo econémico de la ecuacion de Black-Scholes hasta
un modelo de EDP de la ecuacion de calor. Donde el PVI se presenta de la siguiente
manera:

Vr = Vg, —o<r<oo, O0< T <T,

v(z,0) = h(x), v—0 (x| = oc0),

que admite solucién tnica y existencia por la teoria de EDP vista en clase.

Significado financiero: La ecuacion de calor modela la difusion log-normal del
precio bajo incertidumbre. El tiempo financiero fluye hacia atras hasta vencimiento,
y la formula Black-Scholes emerge como expectativa martingala del proceso ditusivo.
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