ANALISIS DE LA SOLUCION FUNDAMENTAL Y CONVOLUCION EN LA ECUACION DEL CALOR

Motivacion

El objetivo de este proyecto es entender y visualizar diferentes soluciones de la
ecuacion del calor a partir de la solucion fundamental. Ademas, veremos como
se utiliza la solucion fundamental para construir otras soluciones mas complejas a
través de la convolucion y el principio de superposicion.

Solucion fundamental en dimension 1

Se ha implementado la solucion fundamental para resolver la ecuacion del calor en
1 dimensidon. La solucion fundamental se define como la solucion a la ecuacion
b, — DAD = 0 que satisface la condiciédn inicial dada por la Delta de Dirac ®(z,0) =
6(x) y viene dada por:

1 z?
d(x,t) = \/me_ﬁl—l?t, t >0

Tomamos como dominio el intervalo |—1, 1], y el intervalo de tiempo [1072, 1|. Se evita
t = 0, donde no esta definida la solucion, pero estudiamos a partir de un instante
después hasta t = 1. Tomaremos tres condiciones iniciales. Estas seran un unico
punto caliente en el centro del dominio, una condicion inicial dada por la funcion seno
y finalmente unas condiciones iniciales usando funciones aleatorias (relacionado con
nuestro anterior trabajo).

Andlisis de Difusion: Fuente de calor, funcién senoidal y funciones aleatorias
1. Evolucion de la difusion con una fuente de calor en x=0
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En el caso del unico punto caliente su solucion es justamente la solucion
fundamental. Los otros dos casos no se pueden deducir inmediatamente con la
solucion fundamental, sino que es necesario aplicar la solucion por convolucion.

Problema 11b

Encontrar las soluciones de vy — uype, = 0 enx > 0,t > 0 que satisfacen las
condiciones

u(0,t) = 2
S u(x,t) = 1six — o0,z >0
L u(z,0) =1,2>0

Resolviendo por autosemejantes, con el cambio de variable § = % donde u(x,t) =

U(€), resulta la ecuacion U (€) +%U’(£) = (. Por separacion de variables obtenemos

., 442 . -
la solucién U(&) = Afoge *"ds + B. Aplicando las condiciones de contorno y
realizando el cambio r = 5 en la integral, obtenemos::

u(x t)I—L/ge_fdsl—ifge_ﬂdru(x t) = —erf <§> + 2
| VT Jg VT Jg | 2)

Tomando el dominio €2 = (0,00) x (0,7] y teniendo en cuenta que 0 < erf (%) < 1,

entonces la solucién esta acotada: 1 < u(x,t) < 2, cuyo valor maximo se alcanza en
la frontera, u(0,t) = 2. Por tanto se cumple el Principio del Maximo

max_ u(x,t) = max u(x,t).
(x,t)€Q (z,t)el’y
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Evolucion Térmica en Semiespacio: u(0,t) =2,u(x,0)=1
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Traslacion de la solucion en el espacio

Si tenemos una solucion que cumple u; — uy, = 0 y tomamos una distancia fija
y, entonces v(z,t) = u(x — y,t) también es solucién. Esto se debe a que ni las
derivadas espaciales ni las temporales se ven afectadas por el cambio = — .

Utilizando que la ecuacion es lineal y aplicando el Principio de Superposicion,
resulta que si tenemos varias soluciones fundamentales desplazadas en diferentes
puntos (y1, ..., yn), cualquier combinacion lineal de estas sera también solucién de

la ecuacion, es decir,
n

vz, t) = cur —y;,t)
i=1
es también solucion del sistema, con ¢; € R.

Superposicion de Soluciones Fundamentales

Centrada en y=-2 (peso 0.8)

Centrada en y=0 (peso 1.2)

Centrada en y=1.5 (peso 0.5)
= Combinacion Lineal (Suma)
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Solucion por convolucion

La solucion fundamental nos permite resolver la ecuacion del calor para un caso en
concreto. Sin embargo, ;como se puede extrapolar esto para condiciones iniciales
diferentes? Aqui toma relevancia la solucion por convolucién, la cual para una
condicién inicial ug(z) = g(x) permite solucionar la ecuacién del calor.

n

u(z,t) = (g % D)(z,1) = / bz — y, t)g(y) dy

En este apartado se usara la solucion por convolucidon para calcular la solucion a la
ecuacion del calor dada por las condiciones iniciales ug(x) = 1y 1j.

uleit) = o).t = [ dlayitigluidy = [ oo~ vty dy

/ 1 &( t)d / L
= T — 1, = e
O v,y = | = Y

Usamos la formula del trapecio para la aproximacion de la integral ent = 0.1, =
0.01,¢ = 0.001, y representamos los resultados.
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s Difusion de un bloque unitario: $u(x,t) = (u_0 * K)(x,t)$
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Se puede apreciar como esa distribucion inicial de temperatura 1 en el intervalo
0, 1] se va expandiendo y suavizando en la recta real. Finalmente la temperatura
acabaria siendo 0 en toda la recta, pues el calor se disipa en todos los tramos.

En estos casos la solucidon fundamental vendria a representar la solucion de la
ecuacion del calor en los casos particulares donde las condiciones iniciales son un
punto caliente en el plano (R?) y un punto caliente en el espacio (R?).

Evolucion de la Solucién Fundamental en 2D: Hacia la Singularidad
t=0.1 t=0.01 t=0.001

Se puede ver que cuanto mas pasa el tiempo, mas se suaviza la temperatura. La
temperatura se disipa de forma radial (en la solucion fundamental aparece la norma)
desde el origen. De esta forma, a medida que aumenta ¢ la temperatura disminuye
en el origen y la grafica se suaviza en el resto de puntos, hasta que cuando ¢t — oo
la temperatura se iguala en todo en RZ.

Por otro lado, a medida que ¢ — 0, la temperatura en el origen aumenta mientras
que en el resto de puntos la temperatura tiende a 0. Concluimos que la distribucion
de temperatura converge a la Delta de Dirac en R?, lo cual es evidente pues es la
condicidn inicial de la solucion fundamental. Este mismo comportamiento se puede
apreciar para R°.

Evolucion Volumétrica de la Solucién Fundamental en $\mathbb{R}*3%
t=0.1 (Pico: 0.7) t=0.01 (Pico: 22.4) t=0.001 (Pico: 709.9)
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Conclusion

Hemos comprobado que la soluciéon fundamental resuelve el caso de una fuente
puntual y constituye una base para resolver condiciones iniciales arbitrarias
(convolucidn) y plantear sistemas mas complejos (superposicion).



