Diferentes soluciones de la ecuacion del calor en una dimension

Introduccion

En este poster se desarrollan las soluciones para un problema concreto de la evolucion del calor en
una varay se modifican distintas condiciones y parametros para ver como afecta a dichas soluciones.
Ademas se utilizan estas para comprobar distintos resultados tedricos como el principio del Maximo
v el de comparacion.

A lo largo de este poster, salvo que se especifigue o contrario, se utilizaran espacios de Hilbert en
las funciones medibles en (—1,1), con el producto escalar en L? para la condicién inicial en ¢t = 0.
lgualmente, la convergencia de esta funcidon a una solucion del problema sera con la norma asociada
a dicho producto escalar.

Sistema modelizado

Se considera una varilla metalica que ocupa el intervalo [0, 1] y que se encuentra aislada por su su-
perficie lateral, de manera que la conduccion de calor solo se produce en la direccion longitudinal. La
temperatura inicial de la varilla es 10°C. En el extremo derecho se mantiene la temperatura a 10°C,
mientras que en el izquierdo la temperatura es siempre de 1°C.

U =0 >0 0<ax <1

U —

u(0,t) =1 t>0
u(l,t) =10 t >0
u(z,0) =10 0<zx <1

Solucion del estado estacionario

Cuando t — oo el sistema alcanza un estado estacionario y por tanto podemos mirar el sistema
dependiendo solo de la posicion. Nos queda por tanto el siguiente sistema:

Ve, =0 O<ax<l
v(0) =1
v(1) = 10,

cuya solucion es v = 9x + 1.

Solucion por separacion de variables

Para homogeneizar las condiciones de contorno, restamos la solucion estacionaria
v(x) =92 + 1,
v definimos
w(x,t) =u(x,t) —v(x).

De este modo, w satisface

W — Wy = 0, O<ax<l1, t>0,

w(0,8) =0,  w(l,t) =0,

w(r,0)=10— 92 +1) =9 — 9z.

Buscamos ahora soluciones de la forma
w(x,t) = X(x)T'(1).
Al sustituir en la ecuacion obtenemos el problema espectral asociado, cuyas autofunciones son
X,(z) = sin(nmx),
T,(t) = e~ ),

Por tanto, la solucion se expresa como una serie de Fourier seno usando (de aqui en adelante a menos
que se diga lo contrario) la base ortonormal en L? (—1, 1) por extension:

w(x,t) = Z C, sin(nrx)e” ",
n=1

Por |a teoria de algebra lineal y geometria, sabemos que en una base ortonormal los coeficientes C,,
se calculan como producto escalar y se determinan imponiendo la condicion inicial,

9 — 9z = Z C,sin(nmx),
n=1

1
[ (1 = z)sin(nrz)dx
C, = 9— _ L

j; (sin(nmx))*dx "

Asi, obtenemos
.18
w(x,t) = E — sin(nrx)e” ",

e
n=1

Finalmente, deshaciendo el cambio de variable,

— 18 :
u(x,t) =wx, t) +v(xr) = E — sin(nmrz)e” " 4 (92 + 1).
7
n=1

Se observa ademas que, cuando t — oo, l0s terminos exponenciales se anulan y la solucion converge

al estado estacionario:
u(x,t) — 92 + 1.

Grafica de la solucion y del flujo en los extremos

Para t € |0, 1] tomando los primeros 10 términos de la serie y discretizamos con Matlab el tiempo y
el espacio, con una malla 1000x1000 para mejores aproximaciones (cosa que usaremos en todas las
oraficas), obteniendo:
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Efectivamente |a solucidon tiende a estacionaria. Ademds, se observa un flujo saliente (el signo indica
la direccion del flujo) en el extremo izquierdo, es decir, la vara se enfriard rapidamente debido a las
condiciones iniciales entre el extremo v el resto de la vara. En el extremo derecho el flujo es entrante,
es decir, la vara se calienta. Las imperfecciones como la que hay en t = O se deben a |la aproximacion
de Fourier (10 son pocos términos,).
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Cambio en el coeficiente de difusiona1/2

Veamos cOmo varia esta solucion modificando el coeficiente de difusion.

Si D disminuye, la difusion del calor es mas lenta. Por ello, la parte espacial de la solucion no cambia,
pero la parte temporal pasa de

nim 2
—(nm)2t —{n7) t

1

En consecuencia, la solucion tarda mas en alcanzar el mismo estado estacionario. Al cambiar D = >

(como consecuencia de hacer K = %), tenemos que :

X(z) = A, sin(nmx), T(t) = Bpe

Por tanto,
18 2,
u(z,t) = E —sin(nmx)e 2 "4 (97 + 1).

nim
n=1

Evolucidn de la diferencia respecto al estado estacionario en x = 0.5

Solucion con conductividad k = 0.5 (primeros 10 términos) 3
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Intuitivamente esperabamos estos resultados ya que, al "cambiar el material de la vara a uno con
menor coeficiente de difusion”, no cambiaria la forma de distribuir la temperatura, solo el tiempo que
esta tarda en alcanzar la solucién estacionaria (por eso solo el término temporal se ve afectado).

Cambio en las condiciones iniciales

Ahora probamos modificar las condiciones iniciales del problema para ver como afecta a la solucion.
Suponemos ahora que la temperatura en el extremo izquierdo es tambien 10°C pero inicialmente |a
temperatura de la barra viene dada por la funcion

”LL()(ZIZ') = 10— 10 1[1/372/3](33)

(aqui 1;, 5 es la funcion caracteristica del intervalo |a, b)).
Con el cambio en nuestra ecuacion y las condiciones de contorno, tenemos la siguiente solucion

estacionaria:

v(z) = 10.

Definiendo
w(x,t) =u(x,t) — 10,

se obtiene

Wi — Wy = 0, w(0,t) = w(l,t) =0, w(w,0) = —101j1/3 9/3-

La solucion vuelve a escribirse como serie de Fourier seno:
.9
- —(nm)*t
w(x,t) = E A, sin(nmx)e ,
n=1

pero ahora los coeficientes cambian:

20 2nm nm
A, = — | cos COS (—) .
n ( ( 3 ) 3 )
— 20 2 2
u(z,t) = Z — (cos (%) — COS (%)) sin(nrz)e” " 4 10,

n=1

ASi

V por tanto

u(x,t) — 10 cuando t — oo.

Solucion de la ecuacion del calor: ufx,t) con primeros 10 términos
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En este caso vemos un flujo saliente en el extremo izquierdo y un flujo saliente en el extremo derecho
el flujo es entrante, es decir, la vara se enfriara.

Ecuaciones en Derivadas Parclales

POLITECNICA

Cambio de condiciones frontera

También podemos estudiar quée ocurre al cambiar el tipo de condiciones frontera del problema.
Probamos imponer aislamiento téermico en el extremo izquierdo, manteniendo el resto de condiciones
salvo la temperatura inicial en este extremo. Esto no cambia la solucion estacionaria y por tanto el
problema homogéneo asociado para

w(x,t) =u(x,t) — 10

queda

Wi — Wyp = 0, w,(0,t) =0, w(l,t) = 0.

Por separacion de variables se obtiene el problema espectral
X"+ AX =0, X'(0) =0, X(1) =0,
cuyas autofunciones son
Xo(z) = cos((3+n) mz)

Comprobamos que la base del coseno es ortonomal en L?

1

/ cos((5 + n)mz) cos((5 + m)ma)de = - j cos((n — m)rz)de = {

—1

0sin#m
lsin=m

Por tanto,

1

w(x,t) = Z C, cos( (5 + n) mx) e~ (GHm)m)t
n=>0

Ademas debemos tener en cuenta que utilizamos una extension del intervalo de la funcion. Los
coeficientes de Fourier vienen entonces dados por

S ( @ A ”) o @ 2t ”)> |

40 T T T T

Cn =~ ) (E i n€> cos <Z i "5) '

v, tras simplificar,

Finalmente,
u(x,t) = w(x,t)+ 10.
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Aqui vemos que la vara no alcanza la solucion estacionaria en el tiempo dado. Ademas en este caso
vemos un flujo en el extremo izquierdo esta fiado en O (como esperdbamos ya que estd aislado
térmicamente) y un flujo que varia en el extremo derecho, al principio entrante y después saliente
(por las aproximaciones de Fourier).

Principio del Maximo

Comprobemos que se cumple el principio del maximo.

La solucion puede escribirse como una serie
O
w(z,t) = Z Ch COS((% + n) 77:1:) e~ (Frn)m)’t
n=0

Aplicando el criterio de Welerstrass,

| 2 20 | 2
C,, cos((3 + n)ma)e @) < n—e_«?”)ﬂ) oty >t
s

Por tanto, la serie converge uniformemente, w es continua y se puede aplicar el principio del maximo:
el maximo y el minimo se alcanzan en la frontera parabdlica.

Principio de Comparacion

Hecho esto, podemos comprobar que se cumple el principio de comparacion. Sea u(x, t) la solucion
del problema original. Consideramos las funciones

v(x,t) =92 + 1, z(x,t) = 10,
que tambien satisfacen la ecuacion del calor:
Vi — Vg = 0, 2t — Zop = 0.

En la frontera parabodlica se verifica

v(0,t) = u(0,1), v(1,t) = u(l,1), v(x,0) =92+ 1 < 10 = u(x, 0),

V por tanto
vz, t) < u(x,t).

Ademas,

u(0,1) =1 <10 = 2(0,t), u(l,t) =10 = z(1,¢t), u(x,0) =10 = z(x, 0),

luego
u(x,t) < z(x,t).

Concluimos que
9r + 1 < u(z,t) < 10.

Asi, la solucion queda acotada entre dos soluciones comparables en la frontera parabolica.

12\ Comparacion: solucion u(x,t) acotada entre 9x+1 (verde) y 10 (rojo) Comparacién: solucién u(x,t) acotada entre 9x+1 (verde) y 10 (rojo)
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En la imagen izquierda vemos como con 10 términos de Fourier, en un entorno de t=0 se incumple
este principio (ya que u parece ser mas grande que z). Subiendo a 1000 coeficientes vemos que
claramente u queda acotada entre nuestras funciones.




