Objetivo

Este proyecto analiza el comportamiento de la Ecuacion del Calor en diferentes
escenarios fisicos y matematicos. Se explora la evolucion de la temperatura u(z,t)
partiendo de distintas condiciones iniciales. El estudio contrasta la resolucion medi-
ante Series de Fourier para dominios acotados frente al método de convolucion para
dominios infinitos. Ademas, se visualiza la naturaleza de la Solucion Fundamental
y su estrecha relacion con la distribucion Delta de Dirac. Ademas, se comprueba si
se cumple el principio del maximo.

Introduccion

La ecuacion del calor describe como se distribuye la temperatura en un cuerpo a
lo largo del tiempo. Este fenomeno es intrinsecamente disipativo y regularizador:
tiende a suavizar cualquier diferencia de temperatura inicial hasta alcanzar un estado
de equilibrio.

Estudiamos la ecuacion en su forma unidimensional:
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donde « es la difusividad térmica. El comportamiento de la solucién u(x,t) depende
criticamente del dominio:

e Dominio Acotado: Resuelto mediante Series de Fourier, donde impondremos
condiciones de contorno Dirichlet.

e Dominio Infinito: Resuelto mediante la convolucion del dato inicial con el nicleo
de calor ®(x,t) que definimos més adelante.

Caso acotado

En esta seccion se analiza la evolucion del calor en una varilla de longitud finita (L).
Para ello, vamos a imponer condiciones de contorno Dirichlet homogéneas:

uw(0,t) =0y u(L,t) =0Vt >0

Estas condiciones modelan fisicamente una barra cuyos extremos estan en contacto con
focos térmicos constantes a 0°C. Aunque la solucion tedrica es una suma infinita, en

nuestros experimentos trabajamos en el mundo discreto aproximando la serie mediante
una suma finita de /N términos:

N
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Los coeficientes ¢, se calculan mediante el producto escalar en L? de la funcién inicial
f(x) con la base ortogonal de senos:

Cp = %/OL f(x)sin (n%) dx

Utilizamos la siguiente funcion como condiciéon inicial u(x,0) = f(x) para visualizar
en una grafica como va disminuyendo la temperatura de la barra a lo largo del tiempo
tomando o = 1.
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Fig. 1: Ecuacion del calor caso acotado

La Solucion Fundamental

En esta seccion se analiza el "nucleo de calor”, la solucion elemental que permite construir
soluciones mas complejas en dominios no acotados. Que viene dada por la siguiente expresion:
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e Propiedad de Dirac: A medida que ¢ — 0, la funcion se vuelve infinitamente alta y
estrecha, pero manteniendo siempre un area bajo la curva igual a 1 (conservacion de la
masa,).

e Interpretacion: Matematicamente, decimos que ®(x,t) converge a la Delta de Dirac, d(x).

Convergencia de la Solucion Fundamental a la Delta de Dirac

—— t=10.05
g | — t=10.01

— t=10.005
— t=10.001

n — t=01

Temperatura (u)

D

T T T T T T T T T
=2.0 -1.5 -1.0 —0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
Posicion (x)

Caso no acotado

En esta seccion se estudia como se propaga el calor en una recta infinita, donde no existen
fronteras que limiten el movimiento de la energia. La temperatura u(x,t) se obtiene mediante
la convolucion del dato inicial f(x) con el ntcleo de calor ®(x,t):

wt) = (Fx@)t) = [ O; F )8z — . t)dy

Lo visualizamos utilizando la misma condicion inicial que en el caso acotado y con o = 1.

Solucién por Convolucion: Disipacion de un bloque de calor
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Validacion mediante el Principio del Maximo

En esta seccion se comprueba que las soluciones obtenidas respetan las cotas fisicas
impuestas por las condiciones iniciales y de contorno.

El Principio del Maximo para la ecuacion del calor establece que, en un dominio
acotado, el valor maximo de la temperatura u(z,t) debe alcanzarse necesariamente
en el "contorno parabodlico™

max u = maxu
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En nuestro caso tanto en el caso acotado como el que no el maximo se alcanza al
principio (10):

Validacion del Principio del Maximo
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Conclusion

Este estudio concluye que la ecuacion del calor actia como un mecanismo de
suavizado instantaneo, transformando datos iniciales abruptos en funciones suaves
(C°°) para todo t > 0. La comparativa demuestra que el comportamiento térmico
depende del dominio: en el caso acotado la energia se disipa por los extremos,
mientras que en el no acotado se redistribuye mediante la convolucion con el nucleo
fundamental. Finalmente, el cumplimiento del Principio del Maximo en las sim-
ulaciones valida que los resultados obtenidos en el mundo discreto son fisicamente
coherentes con el modelo continuo.
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