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En este trabajo exploraremos la solucion funda-
mental de la ecuacion del calor centrandonos en
los siguientes puntos:

e [.a representacion de l.a solucion en dimension
1 v dimension 2

e [lustrar su caracter auto semejante
comparando la solucion a diferentes escalas.

e ['nsenar la convergencia a la Delta de Dirac
cuando t — 0

e Mostrar el decaimiento cuando ¢t — oo

REPRESENTACION

La ecuacion del calor modela la difusion de la en-
ergia térmica a lo largo del tiempo. Su soluciéon
fundamental describe la evolucion de la temper-
atura en un espacio cuando, en el instante inicial,
toda la energia se concentra en un unico punto. Con
una constante de difusividad térmica k, esta solucion
viene dada por la ecuacion (en dim =1y dim = 2
respectivamente):
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Asumiremos k = 1.
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Figure 1:Representacion con x € |—1, 1]

Inicialmente la energia térmica esta fuertemente
concentrada en el origen, generando un pico ele-
vado. Conforme pasa el tiempo, el calor se ditunde,
aplanando la campana. Fisicamente, esto ilus-
tra como la temperatura maxima disminuye mien-
tras el area bajo cada curva es constantemente 1,
mostrando la conservacion de la energia térmica to-

tal en el sistema.
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Figure 2:Representacion con (x, z2) € [—1, 1]

Eistas graficas ilustran la convergencia hacia la delta
de Dirac en dos dimensiones cuando ¢ — 0. Al ob-
servar la evolucion hacia tiempos mas pequenos, ve-
mos cOmo la campana térmica se comprime y su pico

de temperatura se dispara en el origen. HEsta evolu-
cion visualiza el limite puntual: la funcion tiende a
infinito en el centro y a cero en el resto del espacio.
Fisicamente, representa toda la energia térmica del
sistema concentrandose en un unico punto.

CARACTER AUTOSEMEJANTE
DE LA SOLUCION

Una solucion es autosemejante cuando geomeétrica-
mente tiene la misma forma (solo se estira o se

encoge) en el tiempo. Es decir, si tomas la solucion
ent=1vyent =4 haces zoom en el eje vertical y
deszoom en el horizontal, ambas curvas seran idénti-

cas. Hsto es muy util, ya que si sabes la solucion en
un tiempo, sabes lo que pasara en cualquier tiempo
futuro.

Para demostrarlo, vamos a usar un cambio de vari-
able en el que combinemos el espacio y el tiempo:

X
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Aplicando el cambio a la soluciéon tfundamental en
dimension 1 tenemos:
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Separando las partes dependientes de ¢ del resto nos
queda:

P(x,t) =
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Vemos que si hacemos el cambio de variable, la solu-

cion solo depende de t en el factor \}g Por lo que

P(x,t)

al representar las soluciones, el tiempo solo altera su
escala.

Si en vez de representar las soluciones respecto a x
y O(x, ) las representas como ®+/t frente a n = NG
nos queda una unica curva a la que colapsan todas:

e Autosemejanza: colapso de curvas
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Figure 3:Representacion con el cambio de variable de las solu-

ciones de la Figura 1

Esto mismo se puede hacer también para las solu-

ciones en dimension 2. En este caso, el cambio de
variable seria
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N

Aplicando este cambio, la solucion quedaria como:
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Para observar la grafica a la que colapsan, tenemos

O(x,y,t) =

que representar ®t frente a 7n'.
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Figure 4:Representacion con el cambio de variable de las solu-

ciones de la Figura 2

CONVERGENCIA A LA DELTA
DE DIRAC

La delta de Dirac 0 es una distribucion que se car-
acteriza por:

o 0(z)y(2)da = ~(0)

Intuitivamente, puede interpretarse como una fun-
cion que es nula fuera del origen vy concentra toda
su masa en x = 0 y verifica

1 6(x)dr = 1.

Ahora veremos que la solucion fundamental con-
verge a la delta de Dirac. Primero vamos a ver la
convergencia puntual para ver que en todo punto
menos en el origen la solucion es 0 cuando t — 0. Si
r # 0, la solucion fundamental la podemos dividir
en dos partes:

Do) = (e ),

Al hacer el limite cuando ¢t — 0 en cada una de
las partes tenemos que la primera tiende a oo vy la

segunda a 0. Como la exponencial gana a las raices,
la funcion decae mas rapido de lo que crece y por
tanto tiende a 0.

Si x = 0, la parte exponencial tiende a 1 mientras

que \/ﬁ sicue tendiendo a oo. Por lo tanto, el

limite en este punto es infinito.

Como d es una distribucion (no una funcion de val-
ores reales) y concentra una integral de valor 1 en
un conjunto de medida cero, entonces & & Ly
por tanto no hay convergencia en Lq; pero la solu-
cion fundamental converge a o en distribuciones.
Para ello debemos ver que la integral de la solucion
cuando t — 0 es 1. Tendremos que usar el cambio

de variable.
X

= dx = V4aktdz.
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Aplicando este cambio de variable a la solucion tun-
damental obtenemos:

z =

1
2 O(z, t)dr = ﬁfego e dy =1,
donde la ultima igualdad viene dada por la integral

de Gauss.
En la norma Lo, la solucion fundamental no converge

porque no pertenece a este espacio de tunciones. Un
objeto de Lo debe cumplir que sea de cuadrado inte-
grable. Veamos que ®(z,t) no lo es y que por tanto
no se cumple la convergencia:
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Si tomamos ¢ — 0 da oo por lo que no es de
cuadrado integrable y no converge en Ls.

Finalmente vamos a ilustrar esta convergencia uti-
lizando un mapa de calor que hemos obtenido en

Matlab. En esta representacion, el eje horizontal in-
dica la posicion (x) y el vertical el avance del tiempo

(t). El instante inicial ¢ = 0 se manifiesta como

un punto de intensidad maxima en el origen. Esta
singularidad visual encarna a la perfeccion el limite
puntual de la delta de Dirac: toda la energia tér-
mica se halla infinitamente concentrada en un tinico
punto matematico antes de comenzar a difundirse y
expandirse por el espacio.

Figure 5:Mapa de calor

[LUSTRACION DEL
DECAIMIENTO CUANDO t — 00

Evaluamos la altura maxima (el punto mas caliente
es siempre el origen, x = 0) para estudiar el compor-

tamiento de la ecuacion en el infinito. En dimension

, . . 1 — )
1, el maximo se mide con Vi s decir, la temper-

1/2

atura decae proporcionalmente a ¢t~ /*. En 2 dimen-

471#. El decaimiento es

siones, la altura maxima es
proporcional a ¢,
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A continuacion estudiamos el decaimiento en las nor-

mas L' v L. En L', el valor no decae. Como la en-
ergfa térmica se conserva, la norma L' se mantiene

en 1 para siempre, incluso cuando t — oo. El
4rea no desaparece, solo se reparte. La norma L?
(y cualquier otra norma LP para p > 1) si decae
hacia 0 a medida que la curva se achata. En la gra-

fica podemos ver como la integral de la funcion al

cuadrado se acerca asintoticamente al eje horizontal.

Evolucion de las normas L y L2 en 1D (t — o0)
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