Variables aleatorias en coeficientes de Fourier
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INTRODUCCION

Hasta ahora, hemos trabajado con series de Fourier de forma determinista.
A partir de una funcion f(x), se tiene su serie de Fourier en un intervalo

[_Lv L],
f(x) = ap + X2 a,cos(";") + b,sin("])

En vez de, dada una f, calcular sus coeficientes, podemos usar variables
aleatorias y obtener una funcion aleatoria f, mediante la serie de Fourier,
donde o sera el vector de coeficientes de la serie generado. Estudiaremos
cuestiones relacionadas con estas funciones, tomando coeficientes como
variables aleatorias iid. Nos centraremos en explorar probabilisticamente
la serie con coeficientes normales, y usaremos simulaciones para visualizar
los resultados.

DISTRIBUCION NORMAL

Sean Ag, A,, B, = N(0,1) con n € N. Definimos, con estas variables
aleatorias como coeficientes en la serie de Fourier, la funcion aleatoria

N x
f-(x) = Ao + X2, A, cos(

nTl'X]

 B,, sin

Veamos como se comporta una serie aleatoria (con L = 7) a medida que
aumentamos el nimero de términos:

Serie de Fourier con coeficientes N(0,1)
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Figura: Serie de Fourier con coeficientes N(0,1) para 10, 20, 50 y 100 términos (Cédigo

1)
Simetria en un punto

Observando las graficas, es natural preguntarse lo siguiente: si tomamos
un punto cualquiera x9 € [—L, L], jes igual la probabilidad de que el
valor f,(xg) sea mayor que 0, que la de que sea menor que 07 Es evidente

que
nN7mXg

= N(0,1).

Es decir, la imagen de cada xq se aproxima a una suma infinita de normales
N(0, 1), que es simétrica. Por tanto, la probabilidad de que f,(xp) sea
mayor que 0, es efectivamente igual a la probabilidad de que sea menor.

A, cos

mrxo]

B, sin (

Simetria en un intervalo

Ahora queremos ver si esto ocurre también para un intervalo. Vemos que
para todo f, estrictamente positiva, tendremos —f,, que serd estricta-
mente negativa. Ver que la probablidad de estas dos series es |la misma es
tan facil como ver que la probabilidad de tener o y —o es la misma por
simetria de la distribucion.

Cabe destacar que en este caso la probabilidad no sera 5 ya que,

P(f,(x) = 0,x € [-L, L]) =1
<
P(f,(x) > 0,Vx € [—L, L]) £==° 0
Para verlo graficamente haremos una estimacion numérica usando el me-
todo Monte Carlo:
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Figura: Probabilidad de que f sea positiva con distintas longitudes de intervalo (Cddigo
2)

Esperanza, varianza y covarianza para coeficientes N(0,1)

Seria interesante calcular también los momentos basicos puntualmente,
para x € [—L, L]

2[£,(x)] = E[Ao + =2 A, cos(@) + B, sin(
Var(f,(x)) = 1 + zoo 1=o00
Cov(f,(x)f, (y) = 1+ 32 cos(" (x — y))

Mirando las graficas de la serie de Fourier con coeficientes N(0,1), por un
lado, se ve la simetria por la esperanza cero, lo cual ya hemos explorado; y
por otro lado, a medida que crece el nimero de términos, se ve claramente
que la grafica se dispersa mas en el eje y, signo de que ha aumentado |a
varianza puntual. Con el calculo realizado, se ve que la varianza tiende a
infinito al tomar coeficientes N(0,1).

Debido a esto, podemos tomar el objetivo de que la serie converga razo-

nablemente, lo que nos lleva a introducir pesos wp:
(nﬂ'XJ

fr(x) = Ag+ 22wy

A, cos mrx)),

B, sin (

con la condicion
Z°° 1“’ < 0.
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Esperanza, varianza y covarianza para coeficientes con pesos

Fijando x € [—L, L], (manteniendo que E[Aq] = E[A,] = E[B,] =

0),

Elf-(x)] =0
Var(f,(x)) = Var(A¢) + ¥ wi=wi+ T wi < oo

Cov(fy(x), Fo(y)) = w3 + T, w? cos ("L’T(x )|

Ejemplo: w = 1/n, 1/n?

Como ejemplo, podemos visualizar Ag, A,, B, = N(0,1/n) o
Ay, A,, B, = N(0,1/n?).

serie de Fourier con AH,EH ~ N(O, 1/n)
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Figura: Serie de Fourier con coeficientes N(0,1/n) para 100, 200, 500 y 1000 términos
(Cédigo 3)

Serie de Fourier con An,Bn ~ N(0, ’UnE}
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Figura: Serie de Fourier con coeficientes N(0,1/n?) para 100, 200, 500 y 1000
términos (Cddigo 4)

CONCLUSION

El estudio de series de Fourier con coeficientes provenientes de variables
aleatorias muestra resultados interesantes y une la rama de la probabi-
lidad con el analisis. Tras estudiar coeficientes que siguen distribuciones
normales, podemos forzar caracteristicas en nuestra funcién aleatoria ta-
es como la simetria o la convergencia o suavidad. Algunas ampliaciones
posibles para este proyecto pasan por el estudio de otras distribuciones,
especialmente con condiciones de simetria distintas.
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