SOBRE LA APROXIMACION DE FUNCIONES CON SERIES DE FOURIER

Qué funciones aproximan bien

Las series de Fourier son una de las mejores herramientas para aproximar funciones,
yva que dan unos resultados muy buenos, que no requieren de condiciones muy fuertes.
El objetivo de este trabajo es ilustrar que funciones se aproximan mejor por series
de Fourier en funcion de distintos parametros como el numero de coeficientes, la
regularidad, la longitud del intervalo...

Introduccion

Para nuestras simulaciones hemos implementado en python la base trigonométrica
general y la serie de fourier general en un intervalo [—L/2,L/2]. La base

trigonométrica es
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Con esto llegamos a la serie de Fourier:
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Cabe aclarar que la base no esta normalizada. En el programa las integrales para
calcular los coeficientes se calculan numéricamente mediante el método del trapecio.

Para comparar numéricamente las funciones originales y la aproximacion mediante la
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serie de Fourier, utilizamos la norma L?([—L/2, L/2]) que es /
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la norma L([—L/2, L/2]) que es sup,.c_p, /2 1,79 |f(2)].

Numero de Coeficientes

La primera comparacion que vamos a visualizar es la mas natural: como a medida
que aumentamos la cantidad de coeficientes de Fourier mejora la aproximacion de la

serie de Fourier. Para esto, vamos a utilizar el polinomio p(x) = x°:

Aproximacion de f(x) mediante serie de Fourier
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Fig. 1: Serie de Fourier con distintos n

Podemos observar que:

e n = 1 : La curva azul captura la periodicidad basica pero con un error residual
clevado en los extremos.

e n — 5 : La curva naranja ajusta la curvatura principal, eliminando las desvia-
clones.
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Ecuaciones en Derivadas Parciales

e n = 10 : La curva verde se solapa casi perfectamente con la funcion original f(z) (linea
discontinua), minimizando el error cuadrético.

Como era de esperar a mayor numero de elementos en la serie de Fourier mejor aproximacion de
la funcion.

Regularidad de la funcion

Otra comparacion que podemos visualizar es como de bien aproxima la serie de Fourier a series
que son mas o menos regulares. En las imagenes podemos encontrar la aproximacion del mon-
struo de Weierstrass dado por :
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Figure 1: Serie de Fourier del Monstruo de Weierstrass Figure 2: Error en L? segin n

Como podemos ver, aunque a priori el Monstruo de Weierstrass es algo que no parece regular,
cuando consideramos el espacio L? la funcién es bastante regular v la serie de Fourier la aproxima
correctamente con un error relativamente pequeno.
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Figure 3: Serie de Fourier de una funciéon discontinua Figure 4: Error en L? segtin n

Vemos que la funcion discontinua aproxima peor por el salto que presenta en x = 0. Aqui
podemos apreciar el fenomeno de Gibbs cuando la serie de Fourier intenta aproximar la discon-
tinuidad. Este fendmeno ocurre cuando intentamos aproximar una funcién con saltos bruscos
mediante una suma de senos y cosenos.

e Oscilaciones persistentes: En los puntos de discontinuidad, aparecen "picos” o sobreim-
pulsos que no desaparecen aunque aumentemos el numero de términos (n).

e Error constante: A medida que n — o0, el ancho de la oscilacion se reduce, pero su altura
se mantiene constante en aproximadamente un 10% del valor del salto.

Sumas de Césaro

En las secciones anteriores, hemos observado que la serie de Fourier tradicional
presenta oscilaciones (Fendmeno de Gibbs) al aproximar discontinuidades. Para
mitigar esto, podemos utilizar las Sumas de Cesaro, que consisten en tomar el
promedio aritmético de las primeras n sumas parciales de la serie de Fourier.

Si Si.(x) es la suma parcial de orden k de la serie de Fourier, la suma de Cesaro de
orden n, denotada como oy (x), se define como:
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Fig. 2: Funcién discontinua

Al promediar las oscilaciones, los "picos” o sobreimpulsos que aparecen en las dis-
continuidades (como en la funcién escalon analizada) se suavizan drasticamente. Sin
embargo, en el caso del monstruo de Weierstrass da lugar a mas error:
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Fig. 3: Monstruo de Weierstrass

Conclusion

La eficacia de las series de Fourier depende de la regularidad de la funcion. Mientras
que en funciones suaves como a2 la convergencia es casi perfecta con pocos términos,
en funciones discontinuas surge el fenomeno de Gibbs. Las sumas de Cesaro
eliminan eficazmente estas oscilaciones al promediar las sumas parciales, aunque
resultan menos precisas para funciones de alta irregularidad local como el monstruo
de Weierstrass. En definitiva, la serie de Fourier es una herramienta robusta en el
espaclo L? que permite aproximar funciones complejas con condiciones minimas de
regularidad.
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