Capitulo 1. Espacios vectoriales.

Introduccién

En el capitulo anterior, dedicamos cierto tiempo a los espacios vectoriales, destacando las
operaciones de sumar vectores y multiplicarlos por escalares, o realizar combinaciones lineales.
En éste, vamos a detenernos un poco en su estudio.

Quiero empezar senalando una virtud importante de los espacios vectoriales, que hace su
estudio particularmente sencillo: aunque un espacio vectorial contiene muchos vectores (salvo el
aburrido espacio nulo, que sélo contiene al vector 0), podemos controlarlos a todos manejando
solamente unos pocos: lo que llamamos una base del espacio vectorial. Unos sencillos ejemplos
aclararan lo que quiero decir:

Una recta consta de muchos puntos (si se prefiere, muchos vectores de posicién), pero todos
ellos se obtienen estirando o encogiendo uno solo: la recta x + 2y = 0 consta del (2, —1) y de sus
multiplos (2t, —t), lo que hace que ese vector sirva por si solo para describir la recta entera.

El plano 2z —y+3z = 0 contiene muchos puntos, entre otros el P = (1,2,0) y el @ = (0, 3,1).
Pues bien, cualquier otro punto del plano responde a la férmula (¢,2t + 3s,s) o sea t.P + s.Q):
describimos todo el plano con las cl de dos vectores.

Las funciones f : R — R cuya segunda derivada coincide con la propia funcién cambiada
de signo (f” = —f) son muchas, entre las que se cuentan cos y sin. Como todas esas funciones
forman un espacio vectorial (puesto que la suma de dos de ellas también cumple la condicién, lo
mismo que sus multiplos), podemos aprovechar esa estructura para expresar cualquier funcién
de ese tipo como f(z) = A - cos(x) + p - sin(z). Lo que acabamos de hacer es resolver una
ecuacion diferencial, algo que se estudiard con cierta profundidad en Célculo II. La tal ecuacion
diferencial es lineal, lo que ha facilitado jy mucho! su resolucién.

Hay muchas sucesiones (una infinidad) que responden a la relacién de recurrencia 49 =
ZTp41 + 22y ; se pueden elegir los dos primeros términos con total libertad. Por ejemplo, xg =
1,21 = —10 determinan zo = —10 4+ 2.1 = —8,z3 = —28, etc. ;Coémo calculamos x19 0 Tggg?
iHay alguna férmula que exprese el valor de z,,7 La pregunta es peliaguda, pero se facilita su
respuesta observando que esas sucesiones forman un espacio vectorial (;por qué?), que hay dos
de ellas particularmente sencillas, a saber: a, = 2", b, = (—1)" (;de dénde salen? Pruebe con
xn, = 1" y busque qué valor debe tomar r). Al intentar expresar la sucesion (z,) buscada como
cl de esas dos, escribiremos z,, = A - 2" + p - (—1)" de donde sacamos A + p =1, 2\ — p = —10
(haciendo n =0y n = 1) ; por tanto, A = =3, = 4, y en general z,, = —3 - 2" + 4. (—1)"; asi
es facil calcular x19p = —3068 y cualquier otro término de la sucesién.

Ejercicio.- Encuentre una férmula para el término general de la sucesién de Fibonacci:
Froio=Fp1+ Fn; Fo=0,F1 = 1.

Basta de ejemplos. Es hora de empezar el estudio general.

Definicion.- La definicion de espacio vectorial puede encontrarse en muchos libros, asi como
en multiples paginas web. Prefiero no escribirla aqui, y dejar al alumno la tarea de buscarla y
tratar de comprenderla. Cuando la consulte, observard que es una definiciéon larga que requiere
un conjunto V cuyos elementos (o vectores) se pueden sumar y se pueden multiplicar por escalares



(o sea, nimeros reales; en general, elementos de un cuerpo): esas operaciones estdn sujetas a
una lista de condiciones o axiomas que deben cumplirse; es frecuente que la lista comprenda 8
axiomas: cuatro referidos a la suma y otros cuatro al producto por escalares, y vienen a decir
que esas operaciones se comportan como esperamos. De todos modos, al final del capitulo se
puede encontrar la definicién (para que no se me queje nadie).

Primeras propiedades.- En cualquier espacio vectorial se cumplen las siguientes propiedades:
04+0=0

Si v+ v =wv, entonces v =0

A.0 = 0, cualquiera que sea el escalar A

0.v = 0, cualquiera que sea el vector v

A.(—v) = (=A).v = —(\.w), cualesquiera que sean A\ y v.

Observacion: se ha empleado el mismo simbolo para el escalar 0 y para el vector nulo; no
es de esperar que ello genere confusién, pues el contexto aclara el sentido en cada caso. Asi,
cuando escribimos 0.v = 0, el primer cero es el escalar y el segundo es el vector (en todos los
demés casos, es del vector de quien se trata).

Las demostraciones son sencillas, pero acaso al alumno le cuesten algin trabajo, por no

estar acostumbrado a lidiar con este tipo de cuestiones. Vamos a detallar con todo cuidado la
demostracién de la segunda propiedad y de la tercera:

Sea, pues, v un vector tal que v + v = v.

Existe otro vector, escrito —v, tal que v + (—v) = 0; sumemos ese vector a la igualdad
anterior: (v 4+ v) + (—v) = v + (—v);

El término de la izquierda es igual a v + (v 4+ (—v)) - en virtud de uno de los axiomas -; el
de la derecha es 0; asi tenemos:

v+ (v + (—v)) = 0; por tanto,

v+0 =0,y como v+0 es v (por otro de los axiomas), se concluye que v = 0, como queriamos
demostrar.

Vamos ahora con A.0 = 0.

Como 0+ 0 = 0, podemos escribir A.0 = A.(0 + 0) = A.0 4+ \.0.

Pero entonces, el vector v = A.0 cumple que v + v = v, y de ahi se deduce que ha de ser el
vector 0.

Las demas propiedades se demuestran de manera similar. Este método tan puntilloso de de-
mostrar las propiedades es muy lento para el desarrollo del curso; en lo sucesivo, no detallaremos
tanto las demostraciones.

Si V es un espacio vectorial, un subconjunto suyo, G, con la propiedad de que todos los
vectores de V se pueden expresar como cl de vectores de G se llama sistema generador de V.
Por lo general, un espacio vectorial tiene muchos sistemas generadores (el propio espacio V es
uno, poco interesante). Si alguno de ellos es un conjunto finito diremos que V es un espacio
vectorial finitamente generado o también un espacio vectorial de dimension finita o un espacio



vectorial de tipo finito. Veamos unos ejemplos:

R? estd generado por G ={(1,0),(0,1)}. También {(2,3),(1,2)} es sistema generador. Y
{(1,-2),(2,1),(0,—5)} Hay muchisimos sistemas generadores de R? (y de un espacio vectorial
en general).

La recta (z,y) :  + 2y = 0 tiene G = {(2,—1)}.
El plano (z,y,2) : 2z —y+32 =0, G = {(1,2,0),(0,3,1)}.

El espacio de los polinomios, R[X], no es de dimensién finita. En cualquier conjunto finito
de polinomios habra un grado que no se alcanza, por lo que las cl de esos polinomios no podran
nunca ser polinomios de ese grado (ni superiores).

El espacio Rz[X], de los polinomios de grado menor o igual que 2 si es de dimensién finita,
pues {1, z, 2%} es un sistema generador.

Nuestro estudio se centrard en los espacios vectoriales finitamente generados.

Se observa que un ev puede tener sistemas generadores muy diversos. En particular, se puede
presentar redundancia, en el sentido de que eliminando algiin vector del sg el subconjunto que
queda sea también sg. Eso sucede cuando alguno de los vectores es cl de los deméas. Asi, en el
primer ejemplo, (0,—5) =2-(1,—-2) + (—1)-(2,1), y el conjunto {(1,—2),(2,1)} también es un
sg. Esta situacion merece nombre y estudio:

Definiciéon.-Un subconjunto, S, del espacio vectorial V se dice libre cuando ninguno de sus
vectores es cl de los demas, y se dice ligado en caso contrario. También decimos que los vectores
de S son linealmente independientes en el primer caso y linealmente dependientes en el segundo.

Una manera equivalente y muy frecuente de definir esos conceptos es ésta:

Definicién.- Los vectores vy, vs, ..., v, son linealmente dependientes si existe alguna cl suya
no trivial que sea igual al vector nulo, es decir, si existen unos escalares A1, Ao, ..., A, no todos
nulos tales que A\ v + Ao v+ ...+ Ay v, =0.

Son linealmente independientes en caso contrario, es decir, cuando la igualdad A1 - v1 + Ao -
Va4 ...+ A v, =0o0bligaaque \y =X =...= ), =0.

Una manera sensata de estudiar si unos vectores son linealmente dependientes o independi-
entes es partir de Ay -v1 + Ao -v2 4+ ... + Ay - v, = 0 y tratar de deducir de ahi que todos los
coeficientes han de ser nulos o encontrar otra posibilidad.

Ejemplo:;Son linealmente dependientes u = (1,2,3),v = (3,0,2),w = (—1,4,4)? Igualamos
a-u+b-v+c-w al vector 0= (0,0,0) y nos encontramos ante un sistema de tres ecuaciones:

a+3b—c=0,
2a +4c =0,
3a+2b+4c=0
Al resolverlo sale que a = —2b = —2¢, por lo que 2u—v—w = 0 y los vectores son linealmente
dependientes.

Si el tercer vector se sustituye por w’ = (1,4, 4), la tnica solucién del sistema sera la trivial,
lo que prueba que los vectores u, v, w’ son linealmente independientes.



Otro ejemplo: los polinomios 1,1 + x,1 + x + 22 son linealmente independientes, porque
a-1+b-(1+z)+c-(1+x+2%)=00bligaaquea+b+c=0,b+c=0,c=0,y esosdlo es
posible sia=b=c=0.

Comentario.- Un sistema generador de un espacio vectorial puede verse como un subconjunto
al que “no le faltan vectores” (para describir el espacio); un sistema libre, como uno al que “no
le sobran” (pues ninguno es combinacién lineal de los otros). Se comprende que un subconjunto
que reuna las dos condiciones ha de ser interesante:

Un subconjunto de un espacio vectorial que sea libre y sistema generador es una base del
espacto vectorial. Su existencia estd garantizada:

Teorema.- Todo espacio vectorial de dimension finita tiene una base.

No es dificil demostrarlo. Por ser de dimensién finita, hay un subconjunto finito, G, que es
sistema generador; si G es libre, entonces es una base y hemos terminado; si es ligado, es porque
contiene un vector, v, que es cl de los demas; eliminando v no queda el sg G’. O bien G’ ya es
libre (y tenemos la base que pretendemos) o bien no lo es, en cuyo caso podemos eliminar un
segundo vector y seguir teniendo un sg. Por este procedimiento, al final el conjunto G quedara
“purgado” de los vectores redundantes y habremos dado con una base del espacio (contenida
dentro del sg G).

Observaciones.- Esa demostracion prueba que todo sg contiene una base del espacio. También
se puede demostrar que cualquier sistema libre de vectores se puede ampliar a una base (con un
argumento muy sencillo).

El espacio vectorial trivial, que no contiene més vector que el nulo, tiene por base el conjunto
vacio.

También es cierto que cualquier espacio vectorial, aunque no sea de dimensién finita, tiene
una base, pero no es facil de demostrar (hay que usar argumentos finos de Teoria de conjuntos,
que involucran el lema de Zorn, a un nivel muy superior al de este curso).

Teorema.- Todas las bases de un espacio vectorial tienen el mismo nimero de
elementos.

No lo demostraremos (aunque no es dificil). Este teorema da pie a definir qué entendemos
por dimension de un espacio vectorial:

Definicién.- Al nimero de elementos de una base de V se le llama dimensién de V, y se
escribe dimV.

Ejemplos: Ry[X] tiene dimensién 3, puesto que {1,1+x, 1+ x + 22} es una base. Otra base
es {1,z,2%}. R? tiene dimensién 2; la base {(1,0), (0,1)} se conoce como base canénica.

Teorema.- Si B = {vy,v2,...,v,} es una base del espacio vectorial V, cualquier vector v de
V se escribe de una tinica manera como cl de los vectores de B.



La demostracién es sencilla: como B es sistema generador de V, cualquier vector es cl de
los vectores de B. Si un vector se pudiera expresar de dos maneras distintas, se podria escribir
AVl F+ A va 4o Ay Uy = - UL+ o U2+ ...+ p - Uy - Restando las dos expresiones
se tiene (A — p1) - v1 + (Ao — p2) - va + ... + (A — pp) - v, = 0, y la independencia lineal de los
vectores obliga a que todos los coeficientes (A — ux) sean 0, lo que establece la unicidad de la
expresion.

Nota.- Existen los coeficientes porque B es un sg. Son tnicos porque es libre.

Los escalares A1, \a,..., A\, tales que v = Ay - v1 + Ao - vg + ... + A\, - v, (univocamente
determinados por el vector v y la base B) se llaman coordenadas del vector en esa base.

Ejemplo: En el espacio vectorial Ro[X], el polinomio x? + x + 5 tiene las coordenadas 3,1, 1
en la base {1,1+z,1+2%}, porque esigual a 3-1+1-(1+x)+1-(1+2?). En la base {1, z, 22},
las coordenadas del mismo vector son 5,1, 1.

Nota.- En rigor, habria que especificar el orden en que van colocados los vectores en la base,
para evitar ambigiiedad en las coordenadas. En el ejemplo anterior, si escribimos la base ultima
en el orden {z,1,2%}, las coordenadas del mismo polinomio serfan 1,5,1. Sin embargo, los
conjuntos {x, 1,22} y {1, 2,22} son el mismo. Habria que pensar en las bases como conjuntos
con un orden para ahuyentar la confusiéon. Esta precision es a menudo olvidada, pero nosotros
siempre tendremos cuidado con el orden en que escribimos los vectores de una base.

Una base de V es como un panel de control con el que conseguimos manejar todo el espacio
usando solo unos pocos elementos: la clave de su sencillez.

Observacion.- Si la dimensién del espacio es n y tenemos un sg con n elementos, entonces ya
tenemos una base (no necesitamos comprobar la independencia lineal, estd garantizada al ser la
cantidad justa). Por una razén similar, n vectores linealmente independientes forman una base
(al ser el nimero adecuado, es fijo que forman un sg).

Ante una afirmacién como la del parrafo anterior, el alumno puede encogerse de hombros y
no prestarle atencién, o dedicar unos minutos a pensar en ella y buscar una explicacién o una
demostracién. Sino consigue dar con ella, le recomiendo que consulte algiin libro o que pregunte
al profesor, que para eso estd (entre otras cosas).

Cambio de base. Matriz de paso

Es frecuente manejar diferentes bases de un mismo espacio y cambiar las expresiones de una
a otra. Al fin y al cabo, un ev tiene muchas bases y elegiremos trabajar con una u otra segun se
adapten mejor o peor al problema que queramos resolver en cada caso (por ejemplo, si queremos
estudiar una elipse, es natural elegir un sistema de referencia que siga los ejes de la elipse). Nos
gustaria poder cambiar de una base a otra con rapidez y sin tropiezos. ;Cémo podemos conocer
las coordenadas de un vector en una base si las conocemos en otra? ;Hay algin procedimiento
sencillo y eficaz para hacerlo? Un ejemplo aclarard la situacién:

Pensemos en dos bases de R?, pongamos B = {(2,1),(3,2)} y C = {(1,1),(2,1)}, y en un
vector v del cual conocemos las coordenadas en la base C, digamos que son —1,1 (en ese caso,



v seria el vector —1-(1,1) +1-(2,1) = (1,0)). Queremos conocer las coordenadas de v en la
base B, jcémo podemos hacerlo?;cémo pasamos de las coordenadas de un vector en la base C
a sus coordenadas en la base B?

Para facilitar la escritura y seguir el calculo sin perdernos, vamos a escribir v¢ para referirnos
al vector columna que contiene las coordenadas de v en la base C. Nuestra tarea serd entonces
calcular vp a partir de veo. Para ello, empezamos calculando las coordenadas de los vectores
de C en la base B: las del primer vector son —1,1 (puesto que (1,1) = —1-(2,1) +1-(3,2)),
y las del segundo son 1,0. A continuacién, nos fabricamos una matriz colocando en la primera
columnas las coordenadas —1,1 del primer vector, y en la segunda columna, las del segundo
vector. Esa matriz, P, es la matriz de cambio de base (o matriz de paso) de C a B. Para
recordarlo, escribiremos P = (B : C).

-1 1
(3 5)

Multiplicamos esa matriz por la matriz columna vc y jale hop! el resultado es la columna

vg: (B:C)we = vp
(o) (0)-(2)

Comprobamos: 2-(2,1)+ (—=1)-(3,2) =(1,0) =v

. Casualidad? Si las coordenadas de v en C hubieran sido a,b (de suerte que v serfa el vector
a-(1,1)+b-(2,1) = (a+2b,a+Db)), entonces el producto de P por la columna de esas coordenadas

() ()

que son las coordenadas de v en B, puesto que (—a+b)-(2,1)+a-(3,2) = ((a+2b,a+b) = v.

.Y eso funciona siempre? ;jEn cualquier espacio y con cualquier par de bases? Pues si,
funciona. Si se quiere comprobar en uno de dimensién 2, piénsese en dos bases, B = {vy,v2},
C = {uj,u2} y un vector v cuyas coordenadas en la dltima base sean a,b (asi que v = a -
u1 + b - ug); escribimos los vectores de C' en funcién de los de B para hallar sus coordenadas:
Ul = P11 V1 + P21 - V2, U2 = P12 - V1 + P22 - v2 , de modo que

( P11 P12 )
P21 P22
es la matriz de paso de C a B, y al multiplicarla por la columna de las coordenadas a, b nos
(pn P12 ) ‘ < a > _ ( p116 + p12b )
P21 P22 b p21a + p22b
que son las coordenadas de v en B, como se comprueba facilmente: (a-pi1 + b - p12) - v1 + (a -
pa1 +b-pa2)-ve=a-(p11-v1+p2r-v2) +b-(Pr2-vi+pr-v2)=a-up+b-up=v



En dimensién n > 2, la demostracion es la misma, con puntos suspensivos y subindices j, k
en lugar de 1,2, que no hacen sino oscurecer el argumento para quienes no tengan habito en el
manejo de ese lenguaje.

Si hay tres bases del espacio, B,C,D y las respectivas matrices de paso de unas a otras son
P=(B:C),Q=(C:D)y R=(B: D), al multiplicar por la matriz Q transformamos las
coordenadas de un vector en la base D a la base C; si multiplicamos a continuacién por P, las
transformamos de C a B. Asi pues, al realizar el producto P-@Q -vp convertimos las coordenadas
en D en coordenadas en B. Eso mismo es lo que hace el producto R -vp. Por tanto, el producto
de las matrices P - () es igual a la matriz R.

Regla mnemotécnica.- (B :C)-(C: D)= (B:D).

Si la base D es la misma que B, entonces la matriz R = (B : D) = (B : B) = I es la matriz
identidad, y resulta (B : C) - (C' : B) = I, y también (C : B) - (B : C') = I, lo que muestra que
la matriz de paso de C a B es inversible (y su inversa es la matriz de paso de B a C, como era
de esperar).

Ejemplo: En el espacio R;[X] consideramos las bases B = {1,z} (base candnica), C =
{3+2x,2+ 2z} yD = {2+ 32,3+ 4x}. Las matrices de paso se calculan ficilmente:

(B:C’)z(i ?),(C:D)z(_ﬁl5 _56>,(C:B):<_21 _23)

Multiplicando, se comprueba que
2 3
(B.C)-(C.D)—<3 4>

que es la matriz de paso de D a B, (B:D).

Asimismo se verifica que (B : C) - (C : B) es la matriz identidad, lo que muestra que esas
dos matrices son inversa una de la otra.

Ejercicio: En el espacio R? consideramos las bases B = {(3,4), (4,5)}, C = {(2,5),(3,7)} v
los vectores u = (1,2),v = (—1,1),w = (0,3). Calcule las coordenadas de esos vectores en las
bases dadas, asi como las matrices de paso entre ellas. (Sugerencia: calcule también las matrices
de paso de la base candnica a las bases B y C).

Ejercicio: En el espacio R? consideramos la base B = {(1,1,2),(1,2,3),(1,3,5)} y los vec-
tores u = (3,1,0),v = (2,0,—1),w = (2,2,3). Calcule las coordenadas de esos vectores en la
base B, asi como la matriz de paso de la base candnica a la base B.

Ejercicio: En el espacio Ra[X] consideramos los polinomios 1 + 2z + 322, 2z + 22, 3z + 222
Compruebe que forman una base del espacio vectorial y calcule las coordenadas del polinomio
3 + 22 en esa base, asf como la matriz de paso de la base canénica a esa base.



Subespacios vectoriales

Si V es un espacio vectorial, un subespacio vectorial de V es un subconjunto suyo que sea a
su vez espacio vectorial (con las operaciones que hereda de V). No todos los subconjuntos de un
espacio vectorial son subespacios: han de cumplir unos ciertos requisitos; afortunadamente, son
muy sencillos de describir y de comprobar.

Teorema.- Si U es un subconjunto no vacio de V, una condicién necesaria y suficiente para
que U sea subespacio vectorial es que sea cerrado para las operaciones de V, es decir, que se
cumplan estas dos condiciones:

La suma de dos elementos cualesquiera de U estéd en U.
El producto escalar de un vector cualquiera de U por un escalar siempre estd en U.

La demostracién de este teorema es muy sencilla, y no nos vamos a detener en ella: basta
pensar que las 8 condiciones que se requieren para ser espacio vectorial se cumplen casi au-
tomaticamente en U por cumplirse en V; s6lo hay dos que pueden plantear una pequena dificul-
tad: la existencia de neutro y de inverso en U, que se solventan considerando los vectores 0.u y
(—1).u.

Las dos condiciones anteriores pueden fundirse en una: todas las combinaciones lineales de
vectores de U estan en U.

Ejemplos.- El plano de ecuacién x — y + 2z = 0 es un subespacio vectorial del espacio R?,
mientras que el plano de ecuacién x —y+2z = 3 no lo es. El conjunto R;[X] de los polinomios de
grado menor que 2 es un subespacio de R[X]. Las sucesiones convergentes forman un subespacio
del espacio vectorial de todas las sucesiones (porque la suma de dos sucesiones convergentes es
otra sucesién convergente y cualquier multiplo de una sucesién convergente es convergente a su
vez). Las funciones continuas en la recta real forman un subespacio del espacio de todas las
funciones definidas en R, y las derivables forman otro subespacio.

Ejercicio.- Demuestre que si U es un subespacio vectorial de V, entonces el vector nulo de V
estd en U.

Observacion.- Si U, W son subespacios vectoriales de V y U C W, entonces se da la igualdad
U = W si y solamente si sus dimensiones coinciden. No es dificil comprobarlo, pero vale la pena
dedicarle un minuto de reflexién: desde luego, es obvio que si U y W coinciden sus dimensiones
son iguales (puesto que una base de U lo es de W); por otra parte, si U es mas pequenio que
W, una base de U no puede ser sistema generador de W (puesto que hay vectores en W que no
estan en U), y podra ampliarse a una base de este espacio, que tendra algin elemento nuevo, lo
que prueba que dim(W) > dim(U).

La observacién es simple, pero de gran utilidad: para ver que dos subespacios coinciden
basta ver que tienen la misma dimensién si uno de los subespacios estd contenido en el otro
(naturalmente, si no se da la circunstancia tltima, no podemos concluir nada de la igualdad
de las dimensiones: dos rectas que pasen por el origen tienen dimensién 1 y no son el mismo
subespacio).

Ecuaciones paramétricas e implicitas de subespacios.- { Co6mo manejamos subespacios vecto-
riales en la practica? Por lo comin, estamos en un “espacio ambiente”, que a nivel elemental



puede ser R, y manejamos subespacios suyos que identificamos por medio de unas ecuaciones.
Veamos c6mo.

En primer lugar, puede presentarsenos el subespacio por medio de un sistema de generadores.
Asi, si hablamos del subespacio generado por los vectores v = (1,2,1) y v = (2,0,—1) en R?,
sus elementos son los vectores de la forma w = A-u+p-v=A-(1,2,1) 4+ p- (2,0, —1); si usamos
las letras z,y, z para designar las componentes del vector w, eso se escribe en la forma:

T = \+2u,
y=2A,
z=A—p

Esas ecuaciones se conocen como ecuaciones paramétricas del subespacio (los nimeros A, pu,
que pueden adoptar cualquier valor real, se conocen como pardmetros). En lugar de x,y, z, otra
notacién frecuente es z!, 22, 22, donde los ntimeros 1,2, 3 aparecen como superindices, y no como

exponentes (no se trata de “z al cuadrado” ni de “x al cubo”).

Si eliminamos los pardmetros (es decir, si imponemos que ese sistema de ecuaciones, en el que
vemos a A y u como incognitas, tenga solucién), obtenemos unas ecuaciones en z,y, z (en este
caso concreto, una sola; en otros, pueden ser mds) que se conocen como ecuaciones implicitas
del subespacio. El ejemplo que nos ocupa nos da la ecuacién: 2x — 3y +42 =0

Interseccion y suma de subespacios. Suma directa

A partir de unos espacios vectoriales podemos obtener otros mediante operaciones conjuntis-
tas. Asi, si tenemos dos subespacios U, V de un espacio vectorial, su interseccién U [V es otro
subespacio vectorial: para demostrar que eso es asi, basta comprobar que tomando dos vectores
cualesquiera en U (| V sus combinaciones lineales también estan ahi (lo que es consecuencia de
que U y V son subespacios). En realidad, la interseccién de cualquier coleccién de subespacios,
finita o infinita, es un subespacio.

En cambio, la unién de dos subespacios puede no ser un subespacio. Para convencernos
de ello, basta con pensar en dos rectas de R? que pasen por el origen, por ejemplo los ejes
de abscisas y ordenadas: son dos subespacios de R? cuya unién no lo es, pues la suma de los
vectores (0,1) y (1,0) da el vector (1,1) que no esté sobre los ejes.

Nota.- Adviértase que un solo caso sirve para demostrar que una propiedad general no se
cumple (aqui: la union de subespacios es un subespacio es la propiedad fallida), mientras que se
requiere un argumento general para establecer que si se da una propiedad (antes, la interseccion
de subespacios es un subespacio).

El hueco que deja la unién viene a ocuparlo una nueva construccién llamada suma de
subespacios: dados dos subespacios U, V de un espacio vectorial, su suma U + V es el con-
junto formado por los vectores que se expresan como suma de un vector de U y uno de V
U+ V ={w: Juel, JveV,w = u+ v}. Es ficil ver que U 4+ V es un subespacio vectorial. De
manera semejante se define la suma de tres o mas subespacios.

Cuando los subespacios U y V no se cortan (quiero decir, cuando su interseccién se reduce
al espacio nulo), decimos que su suma es una suma directa, y lo escribimos asi: U@ V.



Ejercicio.- Si S es un subconjunto cualquiera de un ev V, el conjunto L(S) de todas las
combinaciones lineales de vectores de S (que hemos llamado subespacio generado por S) es igual
a la interseccién de todos los subespacios de V que contienen a S.

Ejercicio.- La suma de dos subespacios es el subespacio engendrado por la union, es decir,
es la interseccion de todos los subespacios que contienen a ambos.

Ejercicio.- Cada vector de una suma directa U @V se escribe como suma de un vector de
U ma&s uno de V de una sola manera. Si la suma no es directa, hay muchas formas de escribir
un vector de U + V' como suma de un vector de U con uno de V.

Teorema.- Si la suma de los subespacios U y V es directa, entonces dim(U V) = dim(U)
+ dim(V); si no es asi, entonces, dim(U + V) = dim(U) + dim(V) - dim(U V).

Demostracion: En el caso de la suma directa, la unién de una base de U con una base de
V nos da una base de U V. En el otro caso, empecemos con una base de U [V, digamos

{wi,...,w,}. Anadiendo unos vectores uy, . .., u, obtenemos una base de U: {wy, ..., wy,u1, ..., uy}.
Anadiendo otros vectores vy, ..., v, obtenemos una base de V: {wy,...,w,,v1,...,vpn}t. Con
todos ellos tenemos {w1,...,wr, U1, ..., Up,V1,...,Un}, que es una base de U + V. Asi pues, las

dimensiones son: dim(U +V) = r+n+m, dim(U) = r+n, dim(V) = r+m, dim(U V) =,
confirmando la férmula. El alumno deberd completar los detalles.

Producto cartesiano de espacios vectoriales.- Si Uy V son dos espacios vectoriales, entonces
el producto cartesiano U x V (cuyos elementos son los pares ordenados (u,v) donde el primer
elemento estd en U y el segundo en V) también es un espacio vectorial: las operaciones se definen
“componente a componente”, (ui,v1) + (ug,v2) = (u1 + u2,v1 + v2), A« (u,v) = (A-u, A -v). Si
los dos espacios U y V son de dimensién finita, entonces U x V' también lo es: su dimensién es la
suma de las dimensiones de los factores; para comprobarlo, se cogen bases en Uy V, {u1,...,u,}
y {vi,...,vm}, vy se forma la base de U x V: {(u;,0),(0,v) : 1 <j<n,1<k<m}.

Nota sobre la suma y la interseccion.- Las ecuaciones paramétricas vienen muy bien cuando
queremos estudiar sumas de subespacios: yuxtaponiendo las ecuaciones paramétricas de los
subespacios que se suman obtenemos las del espacio suma. La interseccién de subespacios se
estudia mejor con las ecuaciones implicitas: anadiendo las ecuaciones implicitas de U a las de
V obtenemos las de U (V. Las razones de que eso sea asi son claras: la unién de un sistema
generador de U con uno de V es un sistema generador de U + V; por otra parte, para satisfacer
a las condiciones para pertenecer a U [V hay que satisfacer tanto a las del primero como a las
del segundo. Convendra, pues, manejar con soltura ambos tipos de ecuaciones y pasar agilmente
de uno a otro para abordar cuestiones relativas a sumas e intersecciones de subespacios.

Apéndice: definicion de espacio vectorial.- Un espacio vectorial es un conjunto, V, a cuyos
elementos llamamos “vectores”, con dos leyes de composicién (u operaciones): una interna y
otra externa, es decir, una aplicacién V' x V' — V (que a cada par de vectores (u,v) le asocia
otro vector al que llamamos suma de esos dos y denotamos como u + v) y otra una aplicacién



R xV — V (que a cada par escalar-vector (A, v) le asocia otro vector al que llamamos producto
del escalar A por el vector v y denotamos como A - v). Para que el conjunto V con esas dos
operaciones reciba el honroso nombre de espacio vectorial se han de cumplir 8 condiciones (que
vienen a garantizar que las operaciones se comportan como cabe esperar):

V1.- u + v = v + u cualesquiera que sean los vectores u y v.
V2.- u+ (v +w) = (u+ v) + w cualesquiera que sean los vectores u, v y w.

V3.- Existe un vector, al que denotamos por 0 y llamamos vector nulo, tal que v+ 0 = u
cualquiera que sea el vector u.

V4.- dado cualquier vector, u, existe otro vector, v, tal que u+v = 0. Ese vector se denomina
opuesto de u y se escribe —u.

Observacion.- Antes de seguir con las condiciones que definen a un espacio vectorial, conviene
decir que las 4 enunciadas se resumen diciendo que V es un grupo abeliano con la suma. Es
facil demostrar (pero no lo haré) que sélo hay un vector que cumpla la condicién de V3 (lo
que permite darle el titulo exclusivo de vector nulo y escribirlo como 0) y que para cada vector
solamente hay uno que satisfaga la condicién V4 (por lo que podemos hablar de “el vector
opuesto” y no de “un vector opuesto”’, y podemos escribirlo como —u sin ambigiiedad).

Seguimos con las lista de condiciones: ahora las que hacen referencia al producto por es-
calares:

V5.- A (u+v) =X -u+ \-v cualesquiera que sean el escalar A\ y los vectores u y v.
V6.- (A + 1) -u= A u+ p-u cualesquiera que sean los escalares A y u y el vector w.
V7-(A-p)-u=A-(u-u) cualesquiera que sean los escalares A y p y el vector u.

V8.- 1 - u = u cualquiera que sea el vector wu.

Observacion.- La definicién anterior puede modificarse ligeramente sustituyendo los niimeros
reales por los complejos, lo que daria lugar al concepto de “espacio vectorial complejo”. También
podrian ocupar ese lugar los nimeros racionales o algunos de otro tipo. Yo he elegido los espacios
vectoriales reales porque tienen dos virtudes: son los més usuales (al menos, en este nivel de
estudios) y los alumnos tienen familiaridad con los nimeros reales; por lo demds, el paso a
espacios vectoriales sobre otro cuerpo de escalares resulta trivial.

FEjercicios.-



